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UvoD

S teorijo ekstremnih vrednosti se srecujemo V vsakdanjem zivljenju, le da se morda tega ne
zavedamo. Zagotovo smo bili vsi pri¢a vsaj enemu ekstremnemu dogodku v Zivljenju. Dovolj
je, ¢e spremljamo klimatske spremembe: obilne koli¢ine padavin, ki jih spremljajo poplave in
plazovi, nenadno naras¢anje morja, vedno vecja frekvenca cunamijev po svetu in povecana
tektonska aktivnost ter moznost potresov. Omenjeni pojavi imajo v primeru sklenitve zavaro-
vanj proti takim dogodkom tudi neposredne posledice v zavarovalniSkem sektorju, saj morajo
zavarovalnice v zelo kratkem Casu kriti visoke odSkodnine.

Teorija ekstremnih vrednosti ima visoko aplikativno vrednost na razlicnih podroc¢jih. Vpliv
teorije ekstremnih vrednosti je mogocCe zaznati tudi med Sportniki, saj zelijo doseci izjemne
Sportne dosezke in preseci pretekle rekorde. Trenutno najbolj perece teme, ki SO nas zazna-
movale v zadnjem cCasu, so precejs$nje nestabilnosti in visoke izgube na finanénih trgih, finan-
¢ne tezave nekaterih ¢lanic EU ter splosna svetovna finan¢na kriza, ki so prav tako lahko pre-
dmet teorije ekstremnih vrednosti. Omenjeno podrocje - predvsem visoke izgube na finanénih
trgih - bo osrednja tema, ki jo bomo podrobneje pogledali v empiriénem delu magistrske
naloge.

Vsi zgoraj omenjeni dogodki so ekstremni dogodki, saj je po mnenju Rocca (2011) ekstremni
dogodek tisti dogodek, ki se zgodi redko in z nizko verjetnostjo, vendar povzro¢i visoko $ko-
do. Zgodi se, ko tveganje zavzame vrednost v repu porazdelitve. V klasi¢ni analizi podatkov
so ekstremni dogodki po navadi uprizorjeni kot osamelci ali pa jih celo izklju¢imo iz opazo-
vanja. Torej podatke prilagajamo, da ustrezajo Zelenemu modelu. Ce i§¢emo le oceno vsakda-
njih dogodkov, nam je izpus¢eni ekstremni podatki ne bodo veliko spremenili. Ce pa se vpra-
samo po dogodkih, ki se ne zgodijo zelo pogosto, in se obrnemo na teorijo ekstremnih vred-
nosti, potem bodo ti ekstremni podatki klju¢ni faktor.

Vecina podatkov iz vsakdanjega Zivljenja ponazarja normalno porazdelitev oziroma njene
sorodne porazdelitve, ki so natan¢no definirane in lahko izracunljive. Ko pa se spraSujemo po
ekstremnih dogodkih, se le-ti nahajajo v repih porazdelitev. V splo$nih raziskavah je prikaza-
no, da so ti repi debelejsi kot jih predvideva normalna porazdelitev. To je vodilo k Stevilnim
kritikam Ze obstojecih sistemoOV za upravljanje s tveganji in zato spodbudilo k razmisljanju in
iskanju primernejsih metodologij, ki bi se bile sposobne spopadati z ekstremnimi dogodki in
njihovimi posledicami.

Zaradi pomembnosti ekstremnih dogodkov, katerih frekvenca je, kot Ze omenjeno, nizka,
visina Skode pa izredno visoka, je klju¢no, da se teoretiCna verjetnostna porazdelitev podat-
kom dobro prilega ravno v repu. Podatki, ki so porazdeljeni po debelem repu, imajo visoko
stopnjo sploS¢enosti in asimetri¢nosti (Liang, 1999). Teorija ekstremnih vrednosti je po
mnenju Bensalah (2000) le orodje, ki se ukvarja ravno z repi asimetri¢nih porazdelitev in nam
omogoca najti najboljSo mozno oceno repnega obmocja neke porazdelitve.

Struktura magistrskega dela je oblikovana tako, da omogoca jasen pregled obravnavanih
tem. Delo je strukturirano v dva vec¢ja poglavja. V prvem, teoreti¢cnem poglavju, obravnavamo
teorijo ekstremnih vrednosti, pri ¢emer v uvodnem delu opredelimo definicijo ekstremnega
dogodka in pojasnimo, kako je z njim povezana teorija ekstremnih vrednosti. Prav tako razlo-
zimo dolocene predpostavke, ki se uporabljajo v klasi¢ni statisti¢ni teoriji in so veckrat krse-
ne. V zadnjih stotih letih je teorija ekstremnih vrednosti dozivela hiter razvoj in uspesno apli-
kacijo na ve¢ podroc¢jih. Del tega poglavja je zato namenjen tudi zgodovini in razvoju te teori-
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je. V nadaljevanju opisemo klju¢na pristopa in izreka v teoriji ekstremnih vrednosti. Prvi pris-
top se imenuje model maksimumov skupin podatkov in analizira ekstremne dogodke v podat-
kih, ti pa so zdruzeni v skupine glede na pojavljanje v enakih ¢asovnih obdobjih. Drugi pris-
top se imenuje model preseganja mejne vrednosti in analizira le opazovanja, ki presegajo
vnaprej izbrano mejno vrednost. 1z teh dveh pristopov sta se razvila tudi glavna izreka in
mozne porazdelitve ekstremnih vrednosti, ki jih opiS§emo v tem poglavju. Zgoraj opisana pris-
topa sta parametri¢na pristopa k teoriji ekstremnih vrednosti, opiSemo pa tudi neparametri¢ni
pristop k teoriji ekstremnih vrednosti. Pri slednjem je poudarek na Hillovi cenilki. Najbolj
pogosto vprasanje, ki zadeva obvladovanje tveganja, je ocena ekstremnih kvantilov, saj nas
zanima, kolikSnemu tveganju smo izpostavljeni oziroma koliko "premozenja" lahko izgubi-
mo. Tipicen primer merjenj tveganja je angl. Value at Risk (VaR), drugi, manj pogosto upora-
bljeni metodi pa sta pricakovani izpad (angl. Expected Shortfall oziroma ES) in stopnja popla-
Cila (angl. Return Level), ki ju prav tako opiSemo. Poglavje kon¢amo s predstavitvijo grafic-
nih analiz v teoriji ekstremnih vrednosti, saj lahko z njihovo pomo¢jo grobo ocenimo, kolik-
$na je mejna vrednost, ki jo i8¢emo, in posledi¢no tudi, KolikSen je repni indeks, ki doloca
porazdelitev.

V drugem poglavju magistrskega dela se osredoto¢imo na finan¢ne, predvsem delniske trge,
ki so jih v preteklosti zaznamovale nagle spremembe stanj v gospodarstvu. Visoka volatilnost
delniskih tecajev, ki oznacuje dovzetnost delnice za teCajna nihanja, predstavlja odlicen pri-
mer teorije ekstremnih vrednosti. Glede na podkonstrukte zgoraj opisane teorije analiziramo
donose delnice podjetja IBM (angl. International Business Machines) v obdobju od zacetka
leta 1962 do konca leta 2012. Na podlagi rezultatov, pridobljenih z grafi¢nimi in teoreti¢nimi
metodami, upravic¢imo uporabo teorije ekstremnih vrednosti na teh podatkih. Dodano vred-
nost skuSamo doseci s predstavitvijo obsezne analize v primeru, ko se podatki porazdeljujejo s
porazdelitvijo debelega repa — donosi delnice IBM. Ker pa nas v praksi vedno zanima mozna
izguba "premozenja", je prava dodana vrednost v analizi merjenja tveganj. VaR je v zadnjih
Casih postal zelo uporabljena in raz§irjena mera tveganja, vendar predpostavlja normalne trzne
pogoje. Na opazovanih podatkih pokazemo podcenjenost mer tveganja (VaR in ES) za pred-
postavljeno prileganje normalne porazdelitve v primerjavi s prileganjem porazdelitve debele-
ga repa, ki je ustrezna porazdelitev za donose IBM-ove delnice.

Osnovni namen magistrskega dela je opozoriti bralca na pomen teorije ekstremnih vrednosti
in njeno redko uporabo. Menimo, da kljub visoki aplikativni vrednosti na ve¢ podro¢jih, ta
teorija tako v svetu kot tudi v Sloveniji ni dovolj poznana. Na splosno teorijo ekstremnih vre-
dnosti najve¢ uporabljajo v meteorologiji in hidrologiji. Tudi nasa, slovenska Agencija Repu-
blike Slovenije za okolje (v nadaljevanju ARSO) se v svojih raziskavah opira na zakljucke
teorije ekstremnih vrednosti, predvsem na metodo, ki ji recemo metoda vrednosti nad izbra-
nim pragom (angl. Peak Over Threshold Method). V Sloveniji sicer nismo zaznali raziskav s
podrocja teorije ekstremnih vrednosti, razen tistih, ki jih opravlja ARSO. Menimo, da je ta
teorija zelo uporabna tudi pri raziskovanju podatkov v finanénem in zavarovalniskem sektor-
ju, zato se bomo v dani magistrski nalogi osredotocili ravno na financni trg in izgubo delnic,
ki smo ji bili prica predvsem v zadnjih letih oziroma desetletjih.

Temeljni cilj tega magistrskega dela je preko SirSega teoreti¢nega pregleda teorije ekstremnih
vrednosti, njenih zakljuc¢kov in ocenjenih mer tveganja uporabiti in analizirati zgoraj opisano
na primeru donosov delnice podjetja IBM. S tem je preko prakti¢nega primera predstavljena
teorija ekstremnih vrednosti in njegova uporaba v praksi.



Pomozni cilji, ki jih zelimo doseci:

e predstaviti zgodovinski razvoj teorije ekstremnih vrednosti,

e opisati in predstaviti dva razli¢na pristopa k teoriji ekstremnih vrednosti,

e predstaviti kljucna izreka, ki se nanasata na teorijo ekstremnih vrednosti,

e opisati in definirati nekaj mozZnih porazdelitev v teoriji ekstremnih vrednosti, ki so hkrati
tudi zakljucki zgoraj omenjenih izrekov,

e oceniti glavni porazdelitvi teorije ekstremnih vrednosti z uporabo metode najvecjega
verjetja,

e predstaviti tako parametri¢ni kot neparametri¢ni pristop k teoriji ekstremnih vrednosti,

e opisati glavne mere tveganja in njihove ocene,

e predstaviti nekaj grafi¢nih analiz podatkov, znacilnih predvsem za ugotavljanje ekstremnih
vrednosti,

e velino zgoraj omenjenih ciljev aplicirati na prakti¢nem primeru, zapisati in uprizoriti
ugotovitve, njihovo povezavo z zgoraj opisano teorijo in podati zakljucke na podlagi teh
ugotovitev.

S tem delom zelimo med drugim povzeti tudi izkusnje drugih avtorjev in raziskovalcev na
tem podro¢ju. Danasnji krizni ¢asi zahtevajo, da nadgradimo obstojece znanje o ekstremnih
dogodkih in teoriji ekstremnih vrednosti ter nase izsledke predstavimo tudi §ir$i javnosti.
Upamo, da s tem pritegnemo k obravnavani tematiki Se kaks$nega raziskovalca z drugega pod-
ro¢ja, z namenom, da bolje oceni in predvidi stanje, ki se v najslabSem primeru lahko zgodi.
Skupaj z raziskavami $e drugih raziskovalcev bomo naredili korak naprej v razumevanju ved-
no bolj pogostih ekstremnih dogodkov in tako lazje predvideli prihajajoce krizno stanje ali
vrednost.

V magistrski nalogi bomo testirali hipotezo, da je uporaba teorije ekstremnih vrednosti upra-
vi¢ena na donosih delnice izbranega podjetja, podjetja IBM. Zapisali bomo dobljene rezultate
in podali ustrezne zakljucke.

Metode dela, ki jih uporabljamo v magistrski nalogi, so teoreti¢no-empiri¢ne, temeljijo pred-
vsem na proucevanju teoreticne podlage, ki se je razvijala skozi zgodovino, na uporabi tako
teoreticnih kot prakti¢nih spoznanj ter spoznavanju in uc¢enju uporabe teorije ekstremnih vre-
dnosti v statisti¢cnem programskem jeziku R. R je statisti¢no okolje za analizo in vizualizacijo
podatkov, ki ga je razvil John Chambers s sodelavci (R-project, 2012). Pri pisanju in izdelavi
magistrskega dela se sklicujemo na strokovno literaturo, prispevke in ¢lanke predvsem tujih
avtorjev, ki so prispevali klju¢na spoznanja k obravnavani temi. Osnovno gradivo, na katerega
se sklicujemo v teoreticnem delu magistrske naloge, je obsezna knjiga z naslovom Modelling
extremal events for insurance and finance, ki so jo leta 1997 napisali Embrecths, Kliippelberg
in Mikosch. V tem delu so avtorji strnili vso do tedaj znano teorijo o ekstremnih vrednostih
tako z matematicnega podrocja, podrocja statistike in verjetnosti kot tudi s podrocja financ,
zavarovalniStva in drugih prakti¢nih primerov. V drugem, empiri¢énem delu magistrskega dela
vso zgoraj navedeno teorijo apliciramo in analiziramo na prakti¢cnem primeru IBM-ove delni-
ce.

Kot Ze omenjeno, je teorija ekstremnih vrednosti podrocje, ki je v slovenskem prostoru dokaj
novo in nepoznano, saj ga v praksi le redko zasledimo. Empiri¢ni del magistrskega dela je
tako popolnoma samostojno in neodvisno delo, ki ni bilo Se nikjer obravnavano.



V tej magistrski nalogi se soo¢amo le z manjSimi omejitvami. Te so predvsem matemati¢ne
narave. Skoraj na vsakem matemati¢nem podrocju se soocamo Z doloCenimi predpostavkami
in tudi teorija ekstremnih vrednosti ni izjema. Te predpostavke se nahajajo v obeh parametri-
¢nih modelih, zato se pojavljajo tako v teoreticnem kot tudi empiricnem delu magistrske
naloge. Gre za predpostavko o neodvisnosti in enaki porazdeljenosti podatkov, ki v praksi ne
velja vedno. Vendar je to predpostavko v primeru krSenja mozno s poznavanjem podrocja
ekonometrije odpraviti. Druga matemati¢na predpostavka pa se nanaSa na obstoj limite (pod-
robneje razlozeno v Poglavju 6). Dolo¢ene omejitve, ki se nana$ajo na neustrezen zajem
obsega ekstremnih vrednosti v prvem parametricnem pristopu, so odpravljene z razvojem
drugega parametri¢nega pristopa, kjer so zajete vse ekstremne vrednosti nad vnaprej izbrano
mejno vrednostjo. Pri velikosti zajema ekstremnih podatkov in izbiri mejne vrednosti pa se
soo¢amo z omejitvijo subjektivne ocene slednjih.

1 ZGODOVINA

Zacetki teorije ekstremnih vrednosti (angl. EVT — Extreme Value Theory) segajo v leto 1928,
zacetnik te teorije pa je bil Leonard Henry Caleb Tippett (1902-1985). Tippett je bil zaposlen
v zdruZenju raziskovalcev bombazne industrije v Veliki Britaniji (angl. British Cotton
Industry Research Association) kot raziskovalni delavec, ki je poskusal dognati, kako bi nare-
dil niti bombaza moc¢nejse. Bil je angleski statistik, ki je ve¢ino ¢asa svoje zaposlitve posvetil
povezovanju tehnologije in statistike. V procesu raziskovanja je kmalu ugotovil, da so bom-
bazne niti tako mo¢ne, kot je mocen njihov najsibkejsi ¢len oziroma vlakno. Tako je bilo treba
nujno razviti novo verjetnostno teorijo, saj takratna klasi¢na statisticna teorija (angl. Classical
Statistical Theory) ni znala odgovoriti na enostavna vpraSanja, ¢e so se pojavili ekstremni
dogodki. S pomoc¢jo Ronalda Aylmerja Fisherja (1890-1962) je Tippett leta 1928 postavil
temelje sedaj imenovane teorije ekstremnih vrednosti in nasel tri asimptoti¢ne limite, ki opisu-
jejo porazdelitev ekstremov. Te tri porazdelitve so dobile ime po znanih matematikih in znan-
stvenikih.

Prva izmed teh treh porazdelitev se imenuje Gumbelova porazdelitev. Ime je dobila po nem-
Skem matematiku Emilu Juliusu Gumbelu (1891-1966). Gumbel je uporabil EVT v realnih
svetovnih problematikah, predvsem v inzenirstvu, meteoroloskih in hidroloskih fenomenih.
Zanimal ga je na primer najvedji letni pretok rek: "It seems that the rivers know the theory. It
only remains to convince the engineers of the validity of this analysis.” Tako je Gumbel prvi¢
opisal svojo teorijo in tudi porazdelitev leta 1958 v knjigi Statistics of Extremes. Gumbelova
porazdelitev se uporablja za prikaz porazdelitve ekstremnih vrednosti in nakazuje, da bi mora-
li zgodovinski opazovani podatki imeti normalno ali eksponentno porazdelitev, ¢e bi zeleli
pokazati, da se njihove maksimalne vrednosti porazdeljujejo po Gumbelovi porazdelitvi. Do
sedaj ima ta porazdelitev najvecjo vlogo v modeliranju ekstremnih vrednosti na podro¢jih, ki
se ukvarjajo s poplavami, koli¢ino dezja in potresi, uporablja pa se tudi v gradbenistvu.

Druga izmed teh treh porazdelitev se imenuje Fréchetova porazdelitev, ime pa je dobila po
francoskem matematiku Mauricu Renéju Fréchetu (1878-1973). Fréchet je leta 1927 napisal
¢lanek, povezan s porazdelitvami debelih repov. Podobno kot Gumbelova porazdelitev se tudi
Fréchetova porazdelitev uporablja za prikaz porazdelitve ekstremnih vrednosti, kjer morajo
imeti zgodovinski opazovani podatki debel rep, torej morajo imeti na primer Cauchyjevo ali
Studentovo t-porazdelitev, njene maksimalne vrednosti pa se bodo potem porazdeljevale po
Fréchetovi porazdelitvi. Danes se Fréchetova porazdelitev uporablja predvsem v modeliranju
finan¢nih porazdelitev, saj je splosno znano, da trzni donosi najveckrat opisujejo porazdelitev
debelega repa.



Zadnja, tretja porazdelitev pa se imenuje Weibullova porazdelitev, ki je dobila ime po sved-
skem inzenirju in znanstveniku Waloddiju Weibullu (1887-1979). Weibull se je ukvarjal
predvsem z mocjo in natezno trdnostjo materialov ter tako leta 1939 objavil ¢lanek, Kjer je
prvi¢ opisal "Weibullovo™ porazdelitev v verjetnostni teoriji in statistiki. V svojem Zivljenju je
Weibull napisal veliko ¢lankov, med katerimi je najbolj znan ¢lanek iz leta 1951, ki ga je
predstavil ASME (angl. American Society of Mechanical Engineers), v njem pa je izpostavil
sedem razli¢nih primerov, v Katerih je uporabil omenjeno porazdelitev, za katero je trdil, da je
uporabna pri razli¢nih problemih: od testiranja moci jekla do viSine odraslih moskih. Kot v
zgornjih dveh primerih se Weibullova porazdelitev uporablja za prikaz porazdelitve ekstrem-
nih vrednosti, kjer morajo imeti opazovani podatki suh rep, na primer enakomerno ali beta
porazdelitev, njihov maksimum pa se bo potem porazdeljeval po Weibullovi porazdelitvi.
Danes se Weibullova porazdelitev uporablja predvsem za analize podatkov o Zivljenjski dobi
produktov v inZenirstvu.

Odlocilno dejanje pa je leta 1943 storil ruski matematik Boris Vladimirovich Gnedenko
(1912-1995), ki je zdruzil vse dotedanje znanje o ekstremnih dogodkih. Skupaj z zelo znanim
matematikom Andrejem Nikolajevicem Kolmogorovom je tako zapisal prvi izrek v teoriji
ekstremnih vrednosti oziroma lzrek Fisher-Tippett-Gnedenko (krajSe: Fisher-Tippettov izrek).

Potem ko sta Fisher in Tippett opisala osnovne tri tipe porazdelitev ekstremnih vrednosti, je
Richard von Mises (1883-1953) leta 1936 prvi predlagal uprizoritev teh treh vrst porazdelitev
EVT v eno samo, ki se imenuje posplosSena porazdelitev ekstremnih vrednosti (angl. Genera-
lized Extreme Value Distribution). Kasneje, leta 1955, je tudi Jenkinson predstavil to enostav-
nejSo matemati¢no obliko — GEV-porazdelitev, zato se posploSeni porazdelitvi ekstremnih
vrednosti (GEV-porazdelitvi) veckrat rece tudi Jenkinson-von Mises parametrizacija.

Prvemu izreku v teoriji ekstremnih vrednosti je kmalu sledil tudi drugi. Imenoval se je lzrek
Pickands-Balkema-de Haan, ki je za visoke mejne vrednosti povezal limitno obliko funkcije
presezka s posploseno Paretovo porazdelitvijo (angl. Generalized Pareto Distribution). Prve
ideje tega izreka so se pojavile v delih avtorjev Balkeme in de Haana (1974) ter Pickandsa
(1975).

Prvi, ki so se zaceli ukvarjati s podro¢jem ekstremnih vrednosti, so bili statistiki. Kasneje, v
zgodnjih 50. letih 20. stoletja, so se jim pridruzili $e hidrologi, Ki S0 se soocali z obseznimi
poplavami, zemeljskimi plazovi in nenadnim naras¢anjem morja. V 80. letih 20. stoletja so
jim sledili aktuarji, ki so se ukvarjali z modeliranjem debelih repov nezivljenjskih zavaroval-
niskih zahtevkov. Sredi 90. let 20. stoletja so se EVT posvetili $e analitiki ¢asovnih finan¢nih
serij, z uveljavitvijo modela Value-at-Risk pa so proti koncu 90. let 20. stoletja sledili se
kvantitativni upravljalci s tveganji (angl. risk managers).

V zacetku 20. stoletja je Value-at-Risk (VaR) postala standardna mera za ocenjevanje tvega-
nosti, saj jo je kot mero tveganja predlagal tudi Baselski komite za nadzor bank (angl. Basel
Committee on Banking Supervision). Obstoje¢e standardne metode za izra¢un VaR-a predpos-
tavljajo normalno porazdeljene podatke, ti normalno porazdeljeni podatki pa podcenjujejo
tveganja visokih kvantilov in verjetnosti dogodkov v repih porazdelitev. Ta predpostavka je v
primeru ¢asovnih finanénih vrst najveckrat krSena, saj imajo podatki porazdelitev debelega
repa. Tako se je pricela uporabljati teorija ekstremnih vrednosti, ki je uposStevala porazdelitve
repov in ocenila VaR bolj realisti¢no.



2 SPLOSNA PRISTOPA K TEORIJI EKSTREMNIH VREDNOSTI

Statistiki so se v 18. stoletju med drugim prezivljali tudi s svetovanjem igralcem na sreco. Pri
iskanju odgovora na vprasanje "Ce pravi¢en kovanec vrzemo 100-krat, koliksna je verjetnost,
da pade glava ve¢ kot 60-krat?" je francoski matematik Abraham de Moivre (1667-1754)
odkril tako imenovano "normalno krivuljo" oziroma "normalno porazdelitev”. Neodvisno od
njega je francoski matematik Pierre-Simon Laplace (1749-1827) izpeljal centralni limitni
izrek, kjer je normalna porazdelitev limita za porazdelitev opazovanega vzorca. Slednji je
postal osnovna ideja pri razvoju teorije ekstremnih vrednosti.

Dandanes se statistiki obcasno ukvarjajo s svetovanjem ekonomistom, katerim normalna
porazdelitev ne ustreza vedno pri izbranem modelu. Ce nas na primer zanima koliksna je ver-
jetnost, da se zgodi novo krizno obdobje v prihajajoc¢ih 10 letih, potem normalna porazdelitev
modelu ne ustreza vec, saj nas zanima verjetnost redkega dogodka, ki pa se nahaja v repu
porazdelitve. Razvoj teorije ekstremnih vrednosti se ukvarja predvsem s porazdelitvijo v repu
in nam pokaze, da lahko odgovorimo tudi na takSno vpraSanje.

Tako sta se do danes razvila in nastala dva pristopa, ki imata za podlago dva temeljna izreka v
teoriji ekstremnih vrednosti:

e Prvi pristop ali model maksimumov skupin podatkov, ki temelji na Fisher-Tippettovem
izreku (Fisher & Tippet, 1928),

e Drugi pristop ali model preseganja mejne vrednosti, ki temelji na lzreku Pickands-
Balkema-de Haan (Balkema & de Haan, 1974; Pickands, 1975).

Prvi pristop se imenuje model maksimumov skupin podatkov (angl. Block Maxima Model)
in je najstarejs$i model analize ekstremnih vrednosti. Prvi ga je opisal in predstavil Gumbel
(1958). Ta metoda analizira najbolj ekstremne dogodke v podatkih, ti pa so zdruzeni v skupi-
ne glede na pojavljanje v enakih ¢asovnih obdobjih, npr. v mesecih ali letih. Model maksi-
mumov skupin podatkov torej v isto skupino zdruzi dogodke, ki so se zgodili v istem asov-
nem obdobju, nato pa poisce najvisjo vrednost v posamezni skupini in analizira tako pridob-
ljene podatke. Pri tem modelu je uporabljen Fisher-Tippettov izrek (1928), ki pravi, da je ena
izmed treh porazdelitev ekstremnih vrednosti v limiti prilegana opazovanim podatkom. Te tri
porazdelitve bomo spoznali v naslednjih poglavjih. Glede na pogostost pojavljanja maksimu-
mov lahko izraCunamo opisne statistike in izraCcunamo cenilko po metodi najvecjega verjetja
za porazdelitev teh maksimumov skupin podatkov. S tem modelom lahko dolo¢amo tudi
sezone: mesecne, Cetrtletne ali letne podatke; glede na razpoloZzljivost podatkov pa lahko opa-
zujemo celo dnevna ali nekaj-urna obdobja. Za ekstremne dogodke se porazdelitvena funkcija
tako normaliziranih maksimumov imenuje posploSena porazdelitev ekstremnih vrednosti.

V primeru, ko bi se v eni skupini podatkov pojavilo ve¢ visokih oziroma maksimalnih vred-
nosti, medtem ko bi bila v drugih skupinah podatkov maksimalna vrednost precej nizka (glede
na ostale maksimalne vrednosti v drugih skupinah), modeliranje samo maksimumov skupin
podatkov ne bi bilo ve¢ najbolj u¢inkovito. V opisanem primeru bi obstajalo veliko ekstrem-
nih vrednosti, ki bi se nahajale v desnem repu porazdelitve, vendar ne bi bile vkljucene v ana-
lizo. Tako se je razvil drugi pristop, ki se imenuje model preseganja mejne vrednosti (angl.
Peak Over Treshold Model) in se osredoto¢a le na opazovanja, ki presegajo vnaprej predpisa-
no mejno vrednost. V¢asih POT-model imenujemo tudi model presezkov ¢ez dolo¢eno mejno
vrednost (angl. Exceedances Over Thresholds Model). Ta model uporablja porazdelitev pre-
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sezkov ¢ez mejno vrednost, torej se ukvarja le s porazdelitvijo repnega obmocja. Glavni rezul-
tat v POT-modelu sta pokazala Pickands (1975) ter Balkema in de Haan (1974), ki sta doka-
zala, da se porazdelitvena funkcija presezka v limiti priblizuje posploseni Paretovi porazdelit-
Vi.

Za boljso predstavo si oglejmo spodnjo Sliko 1, Kjer je na levi strani uprizorjen model mak-
simumov skupin podatkov in na desni strani model preseganja mejne vrednosti. Za model
maksimumov skupin podatkov smo vsa opazovanja razdelili na Stiri enako dolga obdobja, kjer
opazovanja X,, X, X, in X;, predstavljajo maksimum vsakega izmed $tirih obdobij. Opazimo,
da tako nismo zajeli vseh maksimalnih vrednosti, saj je na primer v tretjem obdobju ve¢ opa-
zovanih vrednosti vi§jih od vrednosti X5, ki pa predstavlja maksimalno vrednost v drugem
obdobju. To omejitev lahko resimo z izbiro drugega modela, POT-modela, kjer vsa opazovan-
ja Xy, X5, X7, Xg, Xo In X1, presegajo neko dano mejo u in tako zajamemo celoten obseg eks-
tremnih dogodkov.

Slika1:  Model maksimumov skupin podatkov (levo) in model preseganja mejne vredno-
sti (desno)
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Vir: M. Gilli & E. Kellezi, An Application of Extreme Value Theory for Measuring Financial Risk, 2006,
str.4.

3 PREDSTAVITEV RAZLICNIH PRISTOPOV K TEORIJI EKSTREM-
NIH VREDNOSTI

Teorija ekstremnih vrednosti je ena izmed vej v statistiki, ki jo uporabljamo, ko se soo€amo s
problemom modeliranja vrednosti, ki so visoke in se redko zgodijo. Parametri¢ni pristop k
teoriji ekstremnih vrednosti poskusa prilegati porazdelitveno funkcijo opazovanim dogodkom.
Pri tem daje vecji poudarek na repe porazdelitev kot na osrednja obmocja porazdelitve. Dan-
danes obstajata dva razli¢na parametricna pristopa k teoriji ekstremnih vrednosti. V prvem
paramertricnem modelu se EVT ukvarja z lastnostmi maksimalnih vrednosti in ugotavlja,
kak$na je oblika repa porazdelitve, katerega oblikujejo te maksimalne vrednosti. V drugem
parametricnem pristopu pa se EVT ukvarja z lastnostmi vrednosti, ki presegajo mejno vred-
nost, in ugotavlja, kaksna je ustrezna oblika repa porazdelitve, ki jo te vrednosti opisejo. V
teoriji ekstremnih vrednosti se je razvil tudi neparametri¢ni pristop. V magistrski nalogi se
bomo med razli¢nimi neparametricnimi pristopi osredotoc€ili predvsem na Hillovo cenilko.
Predstavili bomo tudi Pickandsovo cenilko.



3.1 Prvi parametricni pristop
3.1.1 Fisher-Tipettov izrek

Za modeliranje ekstremnih vrednosti je treba pogledati porazdelitvene funkcije ekstremov.
Uporabimo enako idejo kot pri centralnem limitnem problemu, opisanem v Prilogi 2. Slednji
se sicer osredotoca na lastnosti normaliziranih in centraliziranih kumulativnih vsot, pri EVT
pa nas bodo zanimale lastnosti normaliziranih in centraliziranih kumulativnih maksimumov.
Torej i8¢emo karakterizacijo vseh limitnih zakonov H (H je porazdelitvena funkcija za Y) ter
zaporedji (a,), (by,) v shemi

max(X4,..Xn)—bn

=Y Q)

an
Oznac¢imo: M,, = max (X3, ..., X).

Resitev enacbe (1) nam da t. i. FISHER-TIPPETTOV IZREK, ki je tudi prvotni pristop k
reSevanju problema ekstremnih vrednosti.

Izrek 1 (Fisher-Tippettov izrek)': Predpostavimo, da so Xy, ..., X,, neodvisne enako porazde-
ljene slucajne spremenljivke s porazdelitveno funkcijo F in da obstajata taki normirni kon-
stantia, > 0inb, € R, da velja

F*(a,x +b,) =P [M’;—_b" < x] = H(x), 2)

n

kjer je H neizrojena limitna porazdelitvena funkcija?. Potem ima H eno izmed slede&ih poraz-
delitvenih funkcij ekstremne vrednosti:

0, (x <0)

P (x) = {exp(_x—a), (x> 0) FRECHET
P, (x) = {exp(—%—x)“), g i gg WEIBULL 3)
A(x) = exp{(—e ™)} x €R GUMBEL

Porazdelitev ekstremnih vrednosti predstavlja mozno limitno porazdelitev normaliziranih in
centraliziranih maksimumov neodvisnih in enako porazdeljenih (n.e.p.) sluc¢ajnih spremen-
ljivk. To je po teoriji ekstremnih vrednosti najvecja vrednost iz vzorca n.e.p. slu€ajnih spre-
menljivk, ki stremi k asimptoti¢ni porazdelitvi, ta pa je odvisna le od porazdelitve repa tega
vzorca opazovanih slu¢ajnih spremenljivk.

e Gumbelova porazdelitev ali porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa |
Ce je rep opazovane porazdelitve neomejen in pada vsaj tako naglo kot eksponentna funk-
cija, potem je asimptoticna porazdelitev ekstremnih vrednosti Gumbelova porazdelitev.
Gumbelova porazdelitvena funkcija je znana tudi kot Fisher-Tippettova porazdelitev tipa |
in je najveckrat oznacena kot EVO, Fgyo ali A. Porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa I
vkljucuje primere porazdelitev, kot so: eksponentna, gama, normalna, lognormalna ali

! Lzrek velja tudi, e namesto x uporabimo njegovo transformacijo % zavsak p € Rinvsak ¢ > 0.

% Neizrojena porazdelitvena funkcija je taka porazdelitvena funkcija, ki nima vse svoje gostote v eni to&ki.
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Gumbelova porazdelitev. Ker se rep porazdelitve obnasa kot eksponentna funkcija, vsi
momenti Gumbelove porazdelitve obstajajo.

¢ Fréchetova porazdelitev ali porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa Il
Ce je zgomji del repa opazovane porazdelitve neomejen, vendar vsi njeni momenti niso
konc¢ni, ter hkrati pada po potenénem zakonu oziroma polinomsko, potem je asimptoticna
porazdelitev ekstremnih vrednosti Fréchetova porazdelitev. Njeni momenti obstajajo le do

stopnje o = % Ta porazdelitev je znana tudi pod imenom Fisher-Tippettova porazdelitev

tipa II in je najveckrat oznaCena z oznakami EVI, Fgy, ali ®,. Primeri porazdelitev, ki
spadajo pod porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa Il, so: Paretova, Burrova, Studentova t,
Cauchyjeva, log-gama ali Fréchetova porazdelitev. Porazdelitve, ki imajo tako obliko repa,
se z drugim imenom imenujejo tudi porazdelitve debelega repa. Z drugimi besedami to
pomeni, da ¢e ima opazovana porazdelitev debel rep, je Frechétova druzina porazdelitev
edina druzina porazdelitev, Kateri lahko ta opazovana porazdelitev v limiti pripada. Mnoge
raziskave so pokazale, da je Frechétova porazdelitev najprimernejsa oblika porazdelitve za
vecino finanénih ¢asovnih serij podatkov.

e Weibullova porazdelitev ali porazdelitev ekstremnih vrednosti tipa 111
Ce ima opazovana porazdelitvena funkcija omejen oziroma konéen rep (t. j. obstaja konéna
tocka te porazdelitve) in so hkrati vsi njeni momenti kon¢ni, potem je asimptoti¢na poraz-
delitev ekstremnih vrednosti Weibullova porazdelitev. Poznamo jo tudi pod imenom Fis-
her-Tippettova porazdelitev tipa III in jo oznacujemo z EVII, Fgy, ali ¥,. Primeri porazde-
litev ekstremnih vrednosti tipa III so: nekatere potencne porazdelitve, enakomerna, beta in
Weibullova porazdelitev.

Slika2:  Primer Fréchetove (e = 1,5), Weibullove (@« = —1,5) in Gumbelove porazdelit-
vene funkcije (a = 0)
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e =15
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0.2 03 — o2
|
L | — — @ T — =TT T
-1 0 1 1 4 —4 — 0 1 -2 1 D 1 3

Vir: M. Gilli & E. Kellezi, An Application of Extreme Value Theory for Measuring Financial Risk, 2006,
str.5.

Kot je razvidno s Slike 2, repni indeks a nadzoruje sploscenost in asimetrijo porazdelitvene
funkcije. Za pozitivne a bosta splos¢enost in asimetrija hitro narasli.

3.1.2 Posplosena porazdelitev ekstremnih vrednosti

Za enostavnejSo uporabo sta Jenkinson (1955) in von Mises (1936) predlagala, da se uporab-
lja predstavitev porazdelitvene funkcije z enim samim parametrom. Ta predstavlja vse tri pri-
mere porazdelitvenih funkcij v enem prikazu. Tako je nastala posplosena porazdelitev eks-
tremnih vrednosti (angl. GEV — Generalised Extreme Value Distribution):



Definicija 1 (PosploSena porazdelitev ekstremnih vrednosti (GEV-porazdelitev))®:
Definirajmo

H,(x) = {€Xp {—(1"'596)_%}, e #0 4
0 { exp(-exp(-x)}, €& =0 “

kjer je 1 + & > 0, Hg pa imenujemo posploSena porazdelitvena funkcija ekstremnih vrednosti
S parametrom &,

Osnovna ideja je, da parameter & obstaja kot limita. Ce je:

% > 0, se ujema s Fréchetovo porazdelitvijo &,

§
e ¢ =0, se ujema z Gumbelovo porazdelitvijo A,
§

. —% < 0, se ujema z Weibullovo porazdelitvijo ¥,,.

Zgornjo parametri¢no druzino (H;)¢er lahko zapiSemo tudi tako:

(p%’ ceje& >0,
H: =1 A, Cejeé =0, (5)
llu_l) ce je E < 0.

3

Ker je tudi za GEV-porazdelitev mozna transformacija x — ==, ima ta porazdelitev v resnici
lahko tri parametre. Po mnenju Reissa in Thomasa (2000) so ti slede¢i :

e u, ki sta ga poimenovala lokacijski parameter (angl. location parameter),

e « oziroma ¢, ki sta ga predstavila kot parameter oblike oziroma Paretov indeks (angl. sha-
pe parameter),

e o, ki je definiran kot parameter visine (angl. scale parameter).

3.1.3 Ocenjevanje GEV-porazdelitve po metodi najvecjega verjetja

Vrednosti funkcije verjetnostne gostote pri danih vrednostih odvisnih spremenljivk in parame-
trov reCemo funkcija verjetja (angl. likelihood function). Vrednost parametra, ki maksimira to
verjetnost, pa imenujemo cenilka po metodi najvecjega verjetja oziroma krajse, cenilka najve-
¢jega verjetja (angl. maximum likelihood estimator — MLE). Podrobnejsa razlaga funkcije in
cenilke najvecjega verjetja je zapisana v Prilogi 2.

Obstajajo razli¢ne metode ocenjevanja modelov ekstremnih vrednosti, kot so razli¢ne graficne
metode, metode momentov, metoda najvecjega verjetja, metoda L-momentov... Med vsemi
nastetimi je metoda najveéjega verjetja pri analizi ekstremnih vrednosti najbolj uporabljena,

kljub temu da je verjetnost ustrezna le za & > —% (Zhao, 2010). V nadaljevanju bomo analizi-
rali problem ekstremnih vrednosti na IBM-ovih podatkih, kjer bomo videli, da je & > 0, kar je

® Tudi za GEV je mozna uporaba transformacije %, zavsak u € Rinvsak o > 0.
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splosno znacilno za finan¢ne serije podatkov. Uporaba cenilke najvecjega verjetja na teh
podatkih bo torej upravic¢ena.

Logaritmirana funkcija verjetja L za vzorec n.e.p. slu¢ajnih spremenljivk X3, ..., X;,, Ki imajo
GEV-porazdelitev z uporabljeno transformacijo x — % je:

1

o =-aino (14t + (9] 2o (2
za& #0in kjerje1+§(%) >0,

in

InL(o,u) = —nlno—Y", (xi_“) — Y exp [— (%)] (7

g

zaé =0.
3.2 Drugi parametri¢ni pristop

Pogosto se nam zgodi, da imamo malce druga¢no situacijo od tiste, ki smo jo opisali pri
prvem parametri¢nem pristopu. Odli¢en primer je zavarovalnistvo. Tu nas po navadi ne zani-
majo maksimalne izgube v obdobjih, ampak nas zanimajo vse izgube, ki presezejo neko dolo-
¢eno mejno vrednost. Ker zavarovalnice konstantno in dlje ¢asa pobirajo manjSe zneske pre-
mij, si lahko privoséijo izplacila Skod do vrednosti zbranih premij, od te vrednosti naprej pa
imajo izgubo zavarovalnice. Zato jih zanimajo predvsem izgube oziroma $kodni dogodki, ki
presezejo to mejno vrednost. To je seveda le enostaven primer razlage v zavarovalnistvu, na
podlagi katerega se je razvil drugi pristop k teoriji ekstremnih vrednosti.

V tem poglavju se bomo torej ukvarjali le z verjetnostno porazdelitvijo presezkov ¢ez neko
mejno vrednost. Ta pristop imenujemo model preseganja mejne vrednosti. Tako bomo lahko
odgovorili na vprasanje: "Ce vemo, da so nasi podatki ekstremni, kako visok ekstrem lahko
dosezejo?" Odgovor se nahaja v funkciji presezka, posploSeni Paretovi porazdelitvi (GPD-
porazdelitev) in lzreku Pickands-Balkema-de Haan, ki poveze funkcijo presezka in GPD-
porazdelitev.

3.2.1 Funkcija presezka

Kot pri analizi modela maksimumov skupin podatkov naj bo X3, X,, ..., X,, zaporedje neodvis-
nih enako porazdeljenih sluc¢ajnih spremenljivk s kumulativno porazdelitveno funkcijo F, ki
je  neznana. Naj bo maksimum teh slucajnih  spremenljivk definiran kot
M, = max{Xy,X,, ..., X,,}. Ekstremni dogodki so predstavljeni kot vrednosti X, ki presezejo
visoko mejno vrednost u. To nam opise t. i. porazdelitvena funkcija presezka ¢ez doloc¢eno
mejno vrednost u, ki je definirana kot pogojna verjetnost (Chernobai, Rachev, Fabozzi,
2007):

F(y+u)-F(u)

E)=PX —u<ylX>u}=—"—"">

, kjer jey = 0. (8)

Porazdelitvena funkcija presezka predstavlja verjetnost, da vrednost X preseze mejo u pri
vrednosti najve¢ y > 0, kjer so y presezki, definirani kot y = X — u.
11



Funkcija e(u) = E(X — u|X > u) se imenuje povpre¢na funkcija presezka.

Slika 3:  Porazdelitvena funkcija F in porazdelitvena funkcija presezka F,

ATNE

F(=) . u Fuly)

0 u J‘Fr ] n:—uy

Vir: M. Gilli & E. Kellezi, An Application of Extreme Value Theory for Measuring Financial Risk, 2006,
str.7.

3.2.2 Posplosena Paretova porazdelitev

Izrek Pickands-Balkema-de Haan, ki ga bomo spoznali v Podpoglavju 3.2.3, pravi, da lahko
za dovolj visoko mejo u porazdelitveno funkcijo presezka aproksimiramo s posploSeno Pare-
tovo porazdelitvijo (GPD-porazdelitvijo).

Povedano drugace (Embrechts et al., 1997): porazdelitvena funkcija presezka F,(y) konvergi-
ra h GPD-porazdelitvi, ko se meja u povecuje.

Paretova porazdelitev ima lahko izjemno debel (desni) rep, ki lahko vodi tudi do situacije, ko
so zelo visoke izgube Ze zanemarljivo verjetne. Pri @ < 1 oziroma & > 1 govorimo o zelo
odebeljenem repu porazdelitve, kjer sta matemati¢no upanje in varianca neskon¢ni. Pri mode-
liranju ekstremno visokih $kod oziroma vrednosti lahko v izogib tej situaciji zaradi prakti¢no-
sti izraCunov uporabimo nekoliko modificirano dvoparametri¢no (ali posploseno) Paretovo
porazdelitev, pri kateri se upoSteva le prilagajanje empiri¢nih podatkov v repih porazdelitve.

Definicija 3 (PosploSena Paretova porazdelitev (GPD-porazdelitev)): Definirajmo poraz-
delitveno funkcijo

g L
1—(1+;X)f
x 7

1—e o

n+

Hf,a(x) =

Q< O
Q ©

0
0 ©

kjerjex>0,¢eje§=>0in0<x < —%, ¢e je £ < 0. & imenujemo parameter oblike, indeks

repa ali pa Paretov indeks, pove pa nam debelino repa. Vedji kot je &, debelejsi je rep in obra-
tno.

Med modelom maksimumov skupin podatkov in modelom preseganja mejne vrednosti obstaja
tesna povezava. Za izbrano vrednost u parametri §, u in o GEV-porazdelitve dolo¢ajo parame-
tre € in o GPD-porazdelitve. Pri GPD-porazdelitvi smo en parameter izgubili, ko smo izbrali
velikost mejne vrednosti u. Natan¢neje, oblikovni parameter GEV porazdelitve € je natan¢no
oblikovni parameter & v GPD-porazdelitvi in je neodvisen od mejne vrednosti u. Posledi¢no,
¢e je § < 0, potem je F porazdelitvena funkcija v Weibullovi druZini porazdelitev in Hg ; je

12



Paretova porazdelitev tipa II; ¢e je & = 0, potem je F v Gumbelovi porazdelitveni druZini in
Hg ; je eksponentna porazdelitev; Ce pa je § > 0, potem je F v Fréchetovi porazdelitveni dru-
zini in Hg ; je Paretova porazdelitev tipa I.

3.2.3 Izrek Pickands-Balkema-de Haan
Izrek 2 (Izrek Pickands-Balkema-de Haan): Naj bodo X4, ..., X, neodvisne enako porazdel-

jene slucajne spremenljivke s porazdelitveno funkcijo F in F,, funkcija presezka. Potem lahko
za velik razred porazdelitvenih funkcij F funkcijo presezka aproksimiramo S

F(y) = He o(y), u — oo, (10)
Kjer je
g 1
_)J1=-(0+=2y) ¢ ceé&+0
Hf,a(y)— f_ ) éef=0’ (11)
l1—e o
zay=>0,8jef=>0in0<y< —%,éejeE<O.
Slika4:  PosploSena Paretova porazdelitev H; ; za negativne, pozitivne in nicelne vrednos-

ti &, kjer je o fiksiran na vrednost 1

1 1 1
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— —off
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Vir: M. Gilli & E. Kellezi, An Application of Extreme Value Theory for Measuring Financial Risk, 2006, str.8.

3.2.4 Ocenjevanje GPD-porazdelitve po metodi najvecjega verjetja

Tako kot pri GEV-porazdelitvi je tudi pri GPD-porazdelitvi najprimernej$a izbira ocenjevanja
parametrov metoda najvecjega verjetja za & > —%, ki ustreza porazdelitvi debelega repa

(Hosking & Wallis, 1987). Pri GPD-porazdelitvi moramo vnajprej izbrati mejno vrednost u,
ki nam tvori nov vzorec. Prvotni vzorec obsega slucajne spremenljivke Xy, ..., X,,, po izbra-
nem u pa nam ta mejna vrednost dolo¢i nov vzorec slucajnih spremenljivk X, ..., X;, (m <
n), ki so prav tako n.e.p. po GPD-porazdelitvi. Logaritmirana funkcija verjetja je enaka:

nL(E olu) = —mino — (1+ %) s |1+ (222)] (12)

3.2.5 Ocenjevanje porazdelitve repa

Ugotovili smo, da nas pri drugem pristopu k EVT ne zanima celotna porazdelitev, vendar le
porazdelitev in debelost repa. Po Izreku 2 vemo, da E,(y) konvergira h GPD-porazdelitvi za
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zelo velike u, iz katerega lahko ocenimo, kaksna je porazdelitev repa. To oceno imenujemo
repna cenilka oziroma repni indeks ¢. Kot Ze omenjeno, vecji kot je &, debelejsi je rep.

V tem poglavju bomo izpeljali izraun repne cenilke, v Poglavju 4 pa bomo s pomocjo te ena-
¢be izpeljali Se kvantilne ocene, natan¢neje VaR, pri¢akovani izpad in stopnjo poplacila.

Izracun repne cenilke na podlagi Izreka Pickands-Balkema-de Haan :

e Vzemimo x = u + y in izrazimo F(x) iz porazdelitvene funkcije presezka F,(x —u) =
F(x)-F(u),
1-F(uw)

F(x) = (1 — F(u))Fu(x —u) + F(u). (13)

e Nadomestimo F, (y) z oceno GPD-porazdelitve Hg ,,,(x — u) (kot pravi lIzrek 2) in F (u) z

oceno % (Gilli & Kellezi, 2006). Oznaka n predstavlja konéno Stevilo opazovanj, N,, pa
Stevilo opazovanj, ki presegajo mejo u. Tako dobimo:

) +(1-2). (14)

1

F(x) =%<1—(1+§(x—u))_f

e To se poenostavi v :

Flx) = 1—%<1+§(x—u)> : (15)

kjer £ in & predstavljata cenilki za & in o po metodi najvedjega verjetja.

e Za izraCun cenilki po metodi najvecjega verjetja moramo najprej vnaprej doloc€iti mejno
vrednost u. Ta mejna vrednost mora biti dovolj visoka, da bo GPD-aproksimacija ustrezna
in hkrati dovolj nizka, da bo na voljo zadostna koli¢ina opazovanj za natan¢no prileganje
porazdelitve opazovanim podatkom.

3.3 Neparametri¢ni pristop in cenilka repnega indeksa

Najbolj znan neparametricni pristop k teoriji ekstremnih vrednosti je Hillova cenilka, ki ocen-
juje repni indeks porazdelitve z debelim repom. Ocena repnega indeksa nam doloc¢a, Kolik$na
je verjetnost, da se zgodi ekstremni dogodek. Repni indeks porazdelitve je indikator, da opa-
zovana porazdelitev moc¢no odstopa od povprecne vrednosti v osrednjem delu porazdelitve.
Debelina in oblika repa sta neposredno povezana z repnim indeksom porazdelitve. Ozna¢imo

ey e

3.3.1 Hillova cenilka

Do sedaj je bilo opravljenih Ze veliko raziskav o cenilkah repnega indeksa oziroma o cenilkah
parametra oblike, vendar do danes ostaja Hillova cenilka $e vedno najbolj znana in najveckrat
uporabljena (Rocco, 2011). Kot je razvidno Ze iz poimenovanja, jo je leta 1975 opisal Bruce
M. Hill.
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Hillova cenilka prekasa druge cenilke predvsem po tem, da se osredotoca na ocene repnega
indeksa. Povedano drugace, osredoto¢a se na primere, ko je kumulativna porazdelitvena funk-
cija v maksimalnem obmocju privlac¢nosti Fréchetove porazdelitve. V drugih primerih Hillova
cenilka ne deluje, zato je treba uporabiti katero drugo cenilko.

Definicija 4 (Hillova cenilka): Naj bodo Xi, ..., X, neodvisne enako porazdeljene slucajne
spremenljivke, X(q), ..., Xn) Vrstilne statistike. Ce uporabljamo k + 1 vrstilnih statistik, je
Hillova cenilka repnega indeksa € enaka:

Xi i
Hin = 1210 In (9-) = 310 k), (16)

X(k+1)

Vidimo, da je cenilka odvisna od parametra k € {1,...,n — 1}. Ta predstavlja neko mejno
vrednost, ki lo¢uje osrednja opazovanja od opazovanj v repu porazdelitve. Povedano drugace,
Hillova cenilka meri razdaljo, s katero ekstremni dogodki v povpreéju presegajo mejno vred-
nost u.

1

v v . . 1 . . . . :
Kot ze veckrat omenjeno, velja § = —, kar velja tudi za Hillovo cenilko: gl = —

3.3.2 Pickandsova cenilka

James Pickands Il je prav tako leta 1975 v svojem delu opisal cenilko, ki se po Hillovi cenil-
ki razlikuje po tem, da lahko oceni parameter oblike oziroma repni indeks za katerokoli od
nam ze znanih treh porazdelitev ekstremnih vrednosti (Gumbelovo, Fréchetovo in Weibullovo
porazdelitev).

Definicija 5 (Pickandsova cenilka): Naj bodo Xj, ..., X,, neodvisne enako porazdeljene slu-
¢ajne spremenljivke, Xy p, ..., Xy Vrstilne statistike. Pickandsova cenilka repnega indeksa &
je:

“ZPickands _ 1 4 Xen—X2kn
& (k,n) = — In A a7

4 MERJENJE TVEGANJA

Najbolj pogosto vprasanje, ki zadeva obvladovanje tveganja v financah, je ocena ekstremnih
kvantilov, saj nas zanima, kolik§nemu tveganju smo izpostavljeni oziroma koliko "premozen-
ja" lahko izgubimo. V nadaljevanju bomo govorili o trznem tveganju, ki predstavlja tveganje
v spremembah cen ali vrednostih, kjer nas zanima le vrednost izgub in ne vrednost dobickov.
Tipicen in popularen primer merjenj tveganja je po mnenju Joriona (2001) Value at Risk
(VaR). Drugi, manj pogosto uporabljeni metodi pa sta pricakovani izpad (angl. Expected
Shortfall oziroma ES) in stopnja poplacila (angl. Return Level).

4.1 VaR

Splosna definicija predstavlja VaR kot mero tveganja, ki meri najvecjo potencialno izgubo, Ki
naj bi jo utrpel imetnik doloc¢enega portfelja ob neki dani stopnji zaupanja v dolo¢enem inves-
ticijskem obdobju.

15



Predpostavimo, da slucajna spremenljivka X z zvezno porazdelitveno funkcijo F modelira
izgube oziroma negativne rezultate za nek dolocen finan¢ni instrument v nekem dolo¢enem
¢asovnem obdobju. VaR,, lahko definiramo kot p-ti kvantil porazdelitve F

VaR, =F'(p), 0<p<1, (18)

kjer F~1 imenujemo kvantilna funkcija (opisana v Prilogi 2) in je definirana kot inverz poraz-
delitvene funkcije F (opisan v Prilogi 2). Po navadi VaR prestavlja 95. ali 99. percentil ozi-
roma 95 % ali 99 % kvantil. Zapisemo, da je p = 0,95 ali p = 0,99. Oznaka p predstavlja
vnaprej izbrano stopnjo zaupanja, ki jo Se vzamemo za sprejemljivo.

Ce nas, na primer, zanima 95 % kvantil, potem VaR o5 predstavlja vrednost, ki jo preseze le
5 % observacij (ta so urejena od najnizje do najvisje vrednosti) nakljuéne spremenljivke. To
pomeni, da bo izguba presegla VaR 95 S 5 % verjetnostjo.

Med prednosti uporabe VaR lahko Stejemo moznost primerjave med razli¢nimi vrstami tve-
ganja, kot tudi med razli¢nimi subjekti ali institucijami, ki jih opazujemo (Wilson, 1998). Kot
predlaga Baselski kapitalski sporazum ali Basel 11 (Basel committee on Banking Supervision,
2001), ga lahko uporabimo neposredno kot instrument za dolocanje zahtevanega minimalnega
kapitala za varovanje pred tveganji. Rezultati metode VVaR pomagajo tudi pri managementu,
saj pomagajo dolocCiti izpostavljenost tveganju za vsako posamezno organizacijsko enoto
(Down, 2002).

Leta 2001 je Baselski komite za nadzor bank predlagal VVaR za primerno mero tveganja, kar
nakazuje, da je VaR postal zelo uporabljena in prikladna mera za merjenje in ocenjevanje
tveganj. Prvi, ki je uporabil VaR v svojem poslovnem porocilu, je bil v devetdesetih letih J. P.
Morgan. Vendar pa je treba VaR, kot pravi Szego (2002), previdno obravnavati, saj je bil
veckrat napacno privzet kot mera tveganja.

Pristop z VaR metodo se osredotoca na rezultate v normalnih trznih pogojih (Jorion, 2001).
Torej se ta metoda uporablja za aproksimacijo z normalno porazdelitvijo, kar pa podcenjuje
tveganje visokih kvantilov, Se posebej v primeru porazdelitev debelega repa, ki so zelo pogos-
ti v finan¢nih podatkih. Torej je VaR omejen zgolj na prikaz meje velikih izgub, ne pa tudi na
visine vseh velikih izgub, ki se nahajajo desno od vnaprej izbrane meje v porazdelitvi (Yamai
in Yoshiba, 2002).

Na Se eno slabost VaR ze dlje ¢asa opozarjajo med drugimi tudi Artzner, Delbaen, Eber in
Heath (1999), Mina in Xiao (2001), Embrechts, McNeil in Straumann (2002) ter Chavez-
Demoulin, Embrechts in Neslehova (2006). Ta slabost je neustrezanje pogoju subaditivnosti.
Ta se pojavi, ¢e podatki ne ustrezajo normalni ali Stundetovi t-porazdelitvi s kon¢nimi varian-
cami. Zato VaR v primeru porazdelitev ekstremnih vrednosti ne zadostuje vsem pogojem
mere tveganja. Najprej si poglejmo definicijo mere tveganja (Szego, 2002), po Kateri sledi
razlaga:

Definicija 6: Da bi bila mera tveganja p, ki naboru podatkov o skodah
L =X1,X2,...,Xn (19)

priredi mero tveganja, ustrezna kot metoda merjenja tveganja, morajo veljati Stirje pogoji:
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e translacijska invarianca: p(x + ary) = p(x) —a za vsakx € R, a € R, ry pa je netvegana
stopnja,

e subaditivnost: p(x +y) < p(x) + p(y), zavsakx,y € R,

e pozitivna homogenost: p(Ax) = Ap(x), zavsakx € R, a € R,

e monotonost: ¢e velja x <y, potem velja tudi p(x) < p(y), zavsak x,y € R..

Ce subaditivnost ne bi veljala, bi to pomenilo, da bi bilo namesto razpritve tveganj preko
razli¢nih nalozb v portfelju bolj primerno naloziti vse premozenje v eno samo nalozbo, kar pa
vemo, da ni res.

Ravno merilo subaditivnosti pri VaR ne velja vedno, Se posebej v primerih §kod oziroma pad-
cev, ki ustrezajo porazdelitvam z debelimi repi, zato v takih primerih namesto VaR raje upo-
rabimo pogojni VaR oziroma pri¢akovani izpad (ES). To predlagajo tudi Stevilni avtorji, npr.
Artzner et al. (1999), Jorion (2001), Mina in Xiao (2001), Rockafellar in Uryasev (2002).

4.1.1 Uporaba VaR v EVT (GPD-porazdelitev)

Kljub tem pomankljivostim pa se VaR ocena v praksi §e vedno uporablja. Preuredimo jo lah-
ko tudi za porazdelitve z debelim repom, kar prinasa doloc¢ene prednosti. Prednost VaR, ki
temelji na EVT, pred VaR, ki predpostavlja normalno porazdelitev, je ta, da prva ne predpos-
tavlja, kaksna je porazdelitev dogodka oziroma vrste, ki jo opazujemo, ter da vemo, kolik$na

je potencialna mozna velikost izgube.

Za lazjo predstavo iz Podpoglavja 3.2.5 prepisimo izpeljano formulo za repno cenilko:

F(x)=1—&<1+§(x—u)> f. (20)

n

Za podano stopnjo verjetnosti p je kvantil X, na repu ocenjen z obratom repne cenilke:

VaR, = F~1(p), (21)

—

o n -¢
VaR, = % = u+ ?<(N—u(1 -p)) - 1), (22)

kjer je n koncno Stevilo opazovanj in N,, Stevilo opazovanj, ki presegajo mejo u. V statistiki
je to kvantilna ocena, v financah pa jo poimenujemo VaR ocena.

4.2 ES

Pri¢akovani izpad (angl. ES — Expected Shortfall), ki mu veckrat reCemo tudi pogojni VaR
(angl. CVaR — Conditional Value at Risk), je repno pogojno matemati¢no upanje, ki ocenjuje
potencialno velikost izgube, ki presega VaR:

ES, = E(X|X > VaR,) (23)

Z drugimi besedami, ES nam pove, kolik$na je pricakovana pogojna izguba, ko se zgodi
dogodek, ki lezi v odebeljenem desnem repu porazdelitve in je vecji od VaR.
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RazpiSimo ES,, kot:
ES, =VaR, + E(X — VaR,|X > VaR,), (24)

kjer je pogojno matemati¢no upanje ravno pricakovana vrednost funkcije presezka nad mejno
vrednostjo VaR,,. Znana je kot povpre¢na funkcija presezka za posploSeno Paretovo porazde-
litev s parametrom & < 1:

o+ &z

e(z)=EX—-z|X>2z)= Y

, 0+ ¢z>0, z=VaR, —u. (25)

Ta funkcija vrne povprecje presezkov X-a nad spreminjajoco vrednostjo meje z.
4.2.1 Uporaba ES v EVT (GPD-porazdelitev)
Ce poznamo definicijo pri¢akovanega izpada
ES, = E(X|X > VaR,) (26)
in povprec¢no funkcijo presezka za GPD-porazdelitev

o+éz

e(z)=EX —z|X>2z) = _y:

, o0+ §z>0, (27)

zaz = VaR, — u in X (ki predstavlja presezek y ¢ez u), znamo razpisati:

G+&u

1-¢&°

+ (28)

14
1-¢ 1-¢
Za razliko od VaR pogojni VaR oziroma ES zadostuje merilu subaditivnosti, zato je njegova

uporaba bolj primerna pri modeliranju tveganih dogodkov, ki imajo lastnosti ekstremnih vre-
dnosti.

4.3 Stopnja poplacila

Stopnja poplacila predstavlja pri¢akovano visino placila na primer (po)zavarovalnice, ki bo v
povprecju presezena enkrat v k (k = %) obdobjih dolZine n.

Ce je F porazdelitev opazovanih maksimalnih vrednosti, ki se nahajajo nad zaporednimi, nep-
rekrivajo¢imi in enako dolgimi obdobji, potem je stopnja poplacila enaka

- 1
Ruje =F7(1-1). (29)
Vidimo, da tudi stopnja poplacila, enako kot VaR, predstavlja p-ti kvantil porazdelitve F:

R, =F1(1-p), (30

p
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4.3.1 Uporaba stopnje poplacila v EVT (GEV-porazdelitev)

V primeru, ko opazovani podatki ustrezajo GEV-porazdelitvi in imamo k obdobij dolZine n,
je stopnja poplacila enaka:

Rok = itn — ‘;—:<1 _ (—ln (1- %))_$n> (31)

4.3.2 Uporaba stopnje poplacila v EVT (GPD- porazdelitev)

V primeru, ko opazovani podatki ustrezajo GPD-porazdelitvi in imamo k obdobij dolzine n
ter N, predstavlja Stevilo opazovanj, ki presegajo mejo u, potem je stopnja poplacila enaka:

Rox =u+ "—"((ﬁ k)f" _ 1). (32)

én n
5 GRAFICNA ANALIZA PODATKOV

S pomocjo spodnjih treh grafi¢nih analiz podatkov si lahko pomagamo pri izboru mejne vred-
nosti u in posledi¢no tudi pri oceni repnega indeksa &. Mejna vrednost u mora biti dovolj
visoka, da porazdelitvena funkcija presezka F,(y) v limiti konvergira h GPD-porazdelitvi. Le
tako bo uporaba Izreka Pickands-Balkema-de Haan upraviéena.

Interpretacija prvih dveh primerov graficne analize je predstavljena v delih avtorjev, kot so
Beirlant, Teugels in Vyncker (1996), Embrechts et al. (1997) ter v Hogg in Klugman (1984).
Zadnji primer, Hillovo cenilko oziroma Hillov graf, pa je prvi predstavil Hill (1975), po kate-
rem sta tudi dobila ime.

5.1 Graf kvantilov

Definicija 7 (Graf kvantilov): Naj bodo Xj, ..., X,, neodvisne enako porazdeljene slucajne
spremenljivke, X1y, ..., X(n) Vrstilne statistike. Naj bo F hipoteticna porazdelitev podatkov.
Graf kvantilov je definiran z nizom tock

{Xgo F1 (52) ke =1, .m). (33)

V statistiki je graf kvantilov zelo uporabno orodje za raziskovanje, ali je dolo¢en vzorec res
porazdeljen, kot zelimo. Graf kvantilov ima na osi X ponazorjene kvantile raziskovane poraz-
delitve, na osi y pa kvantile hipoteti¢ne porazdelitve (pri EVT je to po navadi Gumbelova
porazdelitev). Ce vzorec prihaja iz hipoteti¢ne porazdelitve (Gumbelove), potem je graf kvan-
tilov linearne oblike. Kot ze receno, je za graf kvantilov v EVT tipi¢no uprizorjena Gumbelo-
va porazdelitev, tj. porazdelitev suhega repa. Ce so podatki iz Gumbelovega maksimalnega
obmogja privla¢nosti (opisanega v Prilogi 2), potem tocke na grafu leZijo vzdolz premice. Ce
nastane konkavni vzorec, potem imamo porazdelitev debelega repa, ¢e pa je konveksni, ima-
mo porazdelitev suhega repa.
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5.2 MEF in ME—Plot

Funkcijo povpre¢nih odmikov oziroma MEF (angl. Mean Excess Function) uporabljamo za
testiranje porazdelitve repa in za dolocanje viSine meje u. Zanima nas porazdelitev MEF.

Funkcija povpreénih odmikov je definirana kot kvocient med vsoto presezkov nad mejno vre-
dnostjo u in Stevilom podatkov, ki so presegli to mejo u, oznaceno z Ny;:

1
en(u) = - T (X —w)*. (34)
Spomnimo se povpreéne funkcije presezka za GPD-porazdelitev:
e(u):E(X—u|X>u):%, o+ &u>0. (35)

Cenilka za funkcijo e(u) je povprecje opazovanj, ki presezejo mejno vrednost u, torej ravno
zgoraj zapisan MEF - &, (u).

MEF ocenjuje funkcijo presezka, ki opisuje pri¢akovan presezek, ko se presezek Ze pojavi. Ce
so podatki iz GPD-porazdelitve s pozitivnim & (porazdelitev debelega repa), potem je MEF
uprizorjen kot premica s pozitivnim naklonom nad neko dolo¢eno mejno vrednostjo u. Ce
podatki prihajajo iz porazdelitve, ki je iz Gumbelovega maksimalnega obmocja privla¢nosti
(porazdelitev suhega repa), dobimo premico z negativnim naklonom.

Graf povpre¢nih odmikov (angl. ME—Plot) je grafi¢no orodje, s katerim si po mnenju McNei-
la in Freya (2000) lahko pomagamo izbrati pravilno mejno vrednost u, ki jo i§¢emo pri dru-
gem parametri¢nem pristopu. Definiran je kot:

{(u, en(u)),X(n) <u< X(l)} (36)
5.3 Hillov graf

Definicija 8 (Hillov graf): Naj bodo Xj, ..., X,, neodvisne enako porazdeljene slucajne spre-
menljivke, X1y, ..., X(n) Vrstilne statistike. Ce uporabljamo k + 1 vrstilnih statistik, je Hillova
cenilka repnega indeksa € enaka:

Hin =+ 2l In (5] = 3 (37)

X(k+1)
Hillov graf je definiran z nizom to¢k: {(k, Hyp), 1 <k <n-—1}.
S tega grafa razberemo presezek u, da dolo¢imo stabilno obmocje repnega indeksa. Hillova
cenilka je cenilka najvecjega verjetja za GPD-porazdelitev. Ker ekstremne porazdelitve kon-

vergirajo h GPD-porazdelitvi nad visoko mejno vrednostjo u (lzrek Pickands-Balkema-de
Haan), je uporaba Hillovega grafa upravicena, ¢e je u dovolj velik.
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6 PROCEDURA UPORABE TER PREDNOSTI IN SLABOSTI TEORIJE
EKSTREMNIH VREDNOSTI TER NJENIH MODELOV

Teorija ekstremnih vrednosti ima sicer visoko aplikativno vrednost, ko se soo¢amo s podatki,
Ki opisujejo porazdelitev z debelim repom, vendar njena uporaba ni vedno enostavna. Za lazje
razumevanje in enostavnejSo uporabo, je v nadaljevanju predstavljena procedura uporabe
EVT po korakih in mozne prednosti in slabosti njene uporabe.

6.1 Procedura uporabe
Prvi pristop k teoriji ekstremnih vrednosti:

e Razdelimo vsa opazovanja v enako dolge neprekrivajoce skupine (obdobja) podatkov.
Dolzina teh obdobij je lahko poljubna, vendar daljse kot je obdobje, manj podatkov bo na
voljo. Najpogostejsa izbira so mesecna, Cetrtletna ali letna obdobja.

e 1z vsakega obdobja izberemo maksimalno vrednost.

e Sedaj GEV-porazdelitev prilegamo tem maksimalnim vrednostim. Tako dobimo ocene
vseh treh parametrov te porazdelitve, &, p in 6. Parametri so ponavadi ocenjeni po metodi
najvecjega verjetja, lahko pa uporabimo tudi druge cenilke.

e Ce je ocenjen oblikovni parameter & > 0, potem podatki kaZejo na porazdelitev debelega
repa, ¢e je £ < 0, potem podatki kazejo na porazdelitev suhega repa, ¢e pa je £ = 0, potem
se podatki porazdeljujejo eksponentno.

e Grafi¢no preverimo, ¢e se izbrana GEV-porazdelitev dobro prilega podatkom. Naveckrat
uporabljeno grafi¢no orodje pri EVT je graf kvantilov.

¢ Ko je ustreznost GEV-aproksimacije potrjena in so parametri porazdelitve ocenjeni, lahko
izraCunamo razlicne mere tveganja: stopnja poplacila, VaR ali ES.

Drugi pristop k teoriji ekstremnih vrednosti:

e Dolociti moramo vi§ino mejne vrednosti u. To lahko storimo s pomocjo grafi¢nih orodij
(graf kvantilov, ME—PIlot) ali s pomocjo enostavne funkcije, ki izracuna kolik$na je mejna
da nad njo lezi le najvecjih 5% opazovanj). Delez ali mejno vrednost lahko dolo¢amo sami,
vendar moramo paziti, da bo izbrana mejna vrednost dovolj visoka, da bo GPD-
aproksimacija ustrezna in hkrati dovolj nizka, da bo na voljo zadostna koli¢ina opazovanj
za natan¢no prileganje porazdelitve opazovanim podatkom.

e Z izbrano mejno vrednostjo dolo¢imo, Katere so tiste vrednosti presezkov (opazovanja), Ki
jih bomo uporabljali v nadaljni analizi.

¢ Ko je mejna vrednost dolocena, lahko npr. z metodo najveéjega verjetja ocenimo paramet-
ra ¢ in o GPD-porazdelitve.

e Ce je ocenjen oblikovni parameter &€ > 0, potem podatki kaZejo na porazdelitev debelega
repa, ¢e je £ < 0, potem podatki kazejo na porazdelitev suhega repa, ¢e pa je & = 0, potem
se podatki porazdeljujejo eksponentno.

e Grafi¢no preverimo (npr. z grafom kvantilov) ali je mejna vrednost pravilno izbrana in ali
se GPD-porazdelitev dobro prilega podatkom.

¢ Ko je mejna vrednost ustrezno dolocena in so parametri porazdelitve ocenjeni, lahko izra-
¢unamo razli¢ne mere tveganja: stopnja poplacila, VaR ali ES.
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6.2 Prednosti in slabosti EVT in njenih modelov

Poleg znanstveno potrjenih prednosti EVT obstaja tudi nekaj skupnih problemov v obeh
parametri¢nih metodah EVT. Tako prednosti kot slabosti EVT so opisane v nadaljevanju tega
poglavja.

Po mnenju Embrecthsa et al. (1997), Bensalaha (2000), Colesa (2001), Fernandeza (2003b) so
prednosti uporabe modela ekstremnih vrednosti sledece:

e Teorija ekstremnih vrednosti vsebuje matematicno in statisticno podprte teoreti¢ne lastnos-
ti porazdelitev ekstremnih vrednosti in tako predstavlja dobro orodje za obdelavo dogod-
kov z nizko frekvenco in visokimi vrednostmi.

e Teorija ekstremnih vrednosti se neposredno osredotoca na ekstremne vrednosti. Te zavze-
majo repna obmocja porazdelitve.

e POT-model je zelo uporaben za analizo katastrofalnih izgub, ki lezijo preko neke visoke
mejne vrednosti. Podobno analizo predstavlja tudi metoda VaR.

e Na voljo so tako racunske, graficne kot tudi teoreti¢ne metode doloc¢anja lastnosti porazde-
litve ekstremnih vrednosti. To velja tudi za rep porazdelitve, kar v obi€ajnih analizah po
navadi ni na voljo.

e Na voljo so neparametri¢ni kazalniki oblikovnega parametra porazdelitve ekstremnih vre-
dnosti. Zelo znan in uporabljen je Hillov kazalnik oziroma Hillova cenilka.

e Teorija ekstremnih vrednosti doloca trdno metodolosko osnovo za izracun ocene VaR za
repna obmocja porazdelitve. Doloca tudi izraun pric¢akovane izgube, ki je vi§ja od VaR, tj.
doloca izracun ES.

Tako v matematiki kot tudi v statistiki se skoraj pri vsaki tematiki soo¢amo z dolo¢enimi
predpostavkami in omejitvami. To velja tudi za teorijo ekstremnih vrednosti, kjer so se dolo-
¢ene slabosti odpravile z razvojem novega pristopa, kljub temu pa manjSe omejitve Se vedno
obstajajo. Ustreznost modela EVT je v veliki meri odvisna od subjektivne ocene zajema eks-
tremnih podatkov in poznavanja celotne analize ekstremnih vrednosti. S ciljem minimiziranja
moznosti subjektivne napake, smo opravili analizo tako obeh moZnih parametri¢nih pristopov,
kot tudi neparametricnih. Poleg tega smo naredili tudi ve¢ grafi¢nih pristopov k teoriji eks-
tremnih vrednosti in s tem Se dodatno potrdili pravilnost. V nadaljevanju navajamo mozne
slabosti teorije ekstremnih vrednosti.

Kot smo ze ugotovili v Poglavju 2, modeliranje samo z metodo maksimumov skupin podat-
kov ni najbolj uinkovito, ¢e imamo na voljo Se ostale podatke o ekstremnih vrednostih.
Predpostavimo, da nas zanimajo mese¢ne skupine podatkov in se v prvem mesecu zgodi veli-
ko ekstremnih vrednosti, v naslednjem mesecu pa je najviSja ekstremna vrednost niZja od
vecine ekstremnih vrednosti v prvem mesecu. Metoda maksimumov skupin podatkov bo upo-
rabila le eno najvi§jo vrednost v prvem mesecu in eno najvi§jo vrednost v drugem mesecu.
Tako bomo zanemarili veliko ekstremnih vrednosti, ki so se zgodile v prvem mesecu in so
lahko celo vi§je od ekstrema v drugem mesecu. Da bi se izognili takemu primeru, se je razvil
Se drugi parametricni pristop k EVT, model preseganja mejnih vrednosti ali POT-metoda. Ta
uposteva vse ekstremne vrednosti, ki presezejo neko vnaprej doloceno mejno vrednost. Tako
ne zanemarimo ekstremnih dogodkov, ki se zgodijo v istem opazovanem obdobju, saj je
obseg ekstremnih vrednosti odvisen le od izbire mejne vrednosti.

Opazimo, da se v obeh parametri¢nih pristopih soo¢amo s problemom zajemanja ustreznega
obsega ekstremnih podatkov. Osredoto¢imo se najprej na prvi parametri¢ni pristop — na meto-
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do maksimumov skupin podatkov. Ce je §tevilo opazovanj v eni skupini podatkov oziroma v
obdobju premajhno, imamo problem s pristranskostjo ocenjenih parametrov. Ce pa imamo
veliko opazovanj v obdobju in malo obdobij, imamo opravka z napako vzorcenja. Podobno
velja tudi pri izbiri mejne vrednosti. Ce je izbrana mejna vrednost prenizka, imamo problem s
pristransko cenilko parametrov. Ce pa je izbrana mejna vrednost previsoka, imamo opravka z
visoko varianco, saj imamo na voljo premalo podatkov.

Embrecths et al. (1997), Smith (1999), Bensalah (2000), Kellezi in Gilli (2000), Coles (2001)
ter Fernandez (2003b) omenjajo Se naslednje slabosti teorije ekstremnih vrednosti:

e Predpostavka v teoriji ekstremnih vrednosti je, da so vsi podatki neodvisni in enako poraz-
deljeni. Neodvisnost je lahko krSena npr. s serijsko korelacijo, enakost porazdelitve pa ne
velja v primeru sezonskih znacilnosti ali trendov v podatkih. Vendar je te krSitve mozno s
poznavanjem podro¢ja ekonometrije odpraviti. V empiricnem delu magistrske naloge, kjer
smo aplicirali uporabo EVT na podatke o donosih delnice podjetja IBM, se z zgornjimi
problemi nismo soocali, zato tak$na analiza ni eksplicitno narejena.

e Limitni zakon GEV-porazdelitve za model maksimumov skupin podatkov trdi, da bo, ko
ima standariziran maksimum limito, ta limita pripadala eni izmed GEV-porazdelitev. Ta
zakon sam po sebi ne zagotavlja obstoja limite in v realnosti obstaja Sirok razred modelov,
za katere ta limita sploh ne obstaja. Ce pa obstaja, velja, da bo pripadala eni izmed GEV-
porazdelitev. Enako drzi za limitni zakon GPD-porazdelitve.

e Hitrost konvergiranja podatkov k limitnim porazdelitvam EVT je lahko zelo pocasna. To
pomeni, da potrebujemo za dobro aproksimacijo porazdelitve zelo veliko podatkov.

e lIzbira mejne vrednosti, na Kkateri temelji POT-metoda, temelji predvsem na grafi¢nih
metodah (ME-Plot, graf kvantilov). Med negrafi¢ne metode uvr§¢amo na primer funkcijo
"findThreshold", ki se uporablja v statisticnem programu R. Ta funkcija najde takSno mej-
tjo. Kljub zelo dobrim rezultatom, ki jih zagotavljajo zgoraj naStete moznosti, je treba najti
Se natan¢nejSe metode izbire mejne vrednosti.

e Analiza dogodkov, ki temelji na EVT, poudarja ekstremne dogodke in tako zanemarja
vpliv nizko in srednje porazdeljenih dogodkov.

7 ANALIZA PODATKOV

Proti koncu magistrskega dela prehajamo na empiri¢ni del magistrske naloge.

7.1 Izbira nabora podatkov

Za predmet nase raziskave smo izbrali delnice podjetja IBM — International Business Machi-
nes, ki se ukvarja z razvojem in izdelavo proizvodov ter storitev informacijske tehnologije.
Podjetje IBM je bilo ustanovljeno leta 1888, uradno pa je bilo zdruzeno sredi julija 1911.
Sedez podjetja se nahaja v New Yorku, v mestu Armonk. Podjetje je znano predvsem po tem,
da je leta 1981 na trg plasiralo prvi osebni racunalnik, ki je bil dostopen §irS§i mnozici ljudi,
sicer pa je bilo ustanovljeno pred skoraj stotimi leti. Danes podjetje zaposluje ve¢ kot 330.000
ljudi v ve¢ kot 170 drzavah in velja za vodilno podjetje na podro¢ju sistemov in programske
opreme. Svojim strankam ponuja celovite resitve, tako svetovanje na podrocju tehni¢ne arhi-
tekture sistemov kot razli¢ne strateske analize in implementacije sistemov informacijske teh-
nologije. Podjetje IBM ima tudi v Sloveniji svojo h¢erinsko podjetje in je na slovenskem trgu
prisotno ze ve¢ kot 70 let, uradno pa je bilo ustanovljeno leta 1992. V IBM Slovenija je danes
zaposlenih ve¢ kot 270 ljudi, ki se ukvarjajo s tehnoloskimi resitvami na razli¢nih podrocjih
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poslovanja, kot so ban¢nistvo in zavarovalniStvo, zdravstvo, telekomunikacije, vladne in jav-
ne ustanove ter proizvodnja in distribucija.

Podatke za vrednosti IBM-ove delnice smo pridobili iz spletne strani "Yahoo Finance"
(2012). Opazovano obdobje obsega 51 let, od zacetka leta 1962 do konca leta 2012. Za ceno
smo izbrali prilagojeni zaklju¢ni tecaj "Adjusted Close Price". To je zaklju¢ni tecaj "Close
Price", prilagojen za izplacilo dividend in za cepitve delnic (angl. stock split).

Definicija cepitve delnic je bila pridobljena iz spletne strani Ljubljanske borze (2012) in se
glasi: "Cepitev delnic je metoda, s katero se vsako delnico razdeli na ve¢ delnic (glede na
izbrano razmerje), pri ¢emer se struktura kapitala ne spremeni, namen pa je povecati likvid-
nost delnic oziroma povecati dostopnosti delnic $irSemu krogu vlagateljev." V naSem primeru
IBM-ove delnice se je denimo leta 1999 zgodila cepitev delnic 2 : 1, kar pomeni, da se je tecaj
delnice razpolovil, stevilo delnic na trgu pa se je povecalo za dvakratnik prvotnega Stevila
delnic. Trzna kapitalizacija podjetja je torej ostala enaka.

Mednarodno podjetje IBM je v naSem opazovanem obdobju naredilo 7 cepitev delnic, zadnja
se je zgodila leta 1999. Najbolj pogosta cepitev je bila 2 : 1, sledi ji dvakratna cepitev 5 : 4 ter
cepitvi 4 : 1in 3 : 2. Ze iz zgoraj omenjene definicije cepitve delnic lahko sklepamo, da cepi-
tev delnic povzroci nenaden skok tecaja, ki pa ni rezultat trznih reakcij, ampak akcije podjetja.
Zato smo kot pravo zaklju¢no vrednost te¢aja, kot Ze zgoraj omenjeno, izbrali prilagojeni zak-
ljuéni tecaj ("Adjusted Close Price™), ki uposteva izplacilo dividend ter cepitev delnic.

7.2 Osnovni ali logaritmirani podatki

Alexander (2008) podrobneje predstavlja nekaj Ze splo$no znanih in nekaj malo manj znanih
dejstev o donosih, ki so opisani v tem podpoglavju.

Najprej povzemimo definicijo logaritemskega donosa.

Logaritemski donos je logaritem iz kvocienta vrednosti na koncu opazovanega obdobja in
vrednosti na zacetku:

= ln( i ), (38)
kjer je r, dnevni donos, P; vrednost danasnjega donosa in P;_; vrednost v¢eraj$njega donosa.

Vemo, da iz razvoja funkcije In (1 + x) v Taylorjevo vrsto sledi: In (1 + x) = x za majhne x.
Ce to apliciramo na donose, dobimo:

n=in(-)=mn(t2 1) w0 = g, (39)

Pt t—1 Pt_q
kjer je R, logaritemski donos.

S pomocjo te aproksimacije lahko sklepamo, da sta za majhne donose navaden donos in loga-
ritemski donos enaka. Logaritemski donos predstavlja stopnjo rasti v odstotkih. V praksi to
pomeni, da se zgornja aproksimacija uporablja predvsem za dnevne donose.

Velja tudi, da je k-dnevni logaritemski donos vsota k zaporednih dnevnih donosov:
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Tt = Dpeg Tomi- (40)

Poleg teh lastnosti obstaja Se ve¢ argumentov, ki utemeljujejo uporabo logaritemskih donosov
pred navadnimi donosi, vendar to ni predmet obravnave nase magistrske naloge. Po mnenju
Carol Alexander (2008) in vrste ostalih avtorjev, ki to potrjujejo, je tudi v naSem primeru izbi-
ra logaritemskih donosov pravilna. Zato teorijo ekstremnih vrednosti uporabljamo na logari-
temskih dnevnih donosih IBM-ove delnice. Obdobje opazovanja je od 2. 1. 1962 do 31. 12.
2012. Nas vzorec tako obsega 12.836 opazovanj. Izkljuceni so netrgovalni dnevi — vikendi in
prazniki. Vrednosti so z izbiro logaritemskih donosov merjene v odstotkih.

7.3 Podatki — delnica IBM

Najprej si bomo pogledali gibanje donosov IBM-ove delnice skozi €as in si tako ustvarili
nekaks$no $irSo predstavo o naSih podatkih. S Slike 5 je jasno razviden t. i. ¢rni ponedeljek
oziroma zlom finan¢nega trga oktobra 1987, ko je dnevni padec delnice IBM-a znasal 11,6 %.
Ce izklju¢imo ta zlom, so se dnevni logaritemski donosi gibali med —7,3 % in 5,4 %. Na Sliki
5 so uprizorjeni vsi donosi IBM-ove delnice skozi opazovano obdobje, na Sliki 6 pa so prika-
zani lo¢eni donosi, negativni (levo) in pozitivni (desno).

Slika5:  Logaritemski dnevni donosi IBM-ove delnice v %, za obdobje 19622012
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Slika 6:  Logaritemski negativni (levo) in pozitivni (desno) dnevni donosi IBM-ove delnice
v %, za obdobje 1962-2012

Kot prvo informacijo si bomo pogledali nekaj osnovnih statistik ter histogram dnevnih logari-
temskih donosov IBM-ove delnice.

Tabela 1: Osnovne statistike za donos delnice IBM

St. Minv% | Maxv Mat. Std. Asim. Splosé.
opazo- % upanje v | odklon v
vanj % odst.tock
IBM 12.836 -11,634 5,369 0,015 0,701 -0,281 12,348

Osnovne statistike za podatke o dnevnih donosih delnice IBM nam povejo, da imamo 12.836
opazovanj, minimalna opazovana vrednost znasa —11,6 %, najvecja pa 5,4 %. Vidimo, da so
podatki asimetri¢ni v levo, saj je asimetri¢nost (angl. skewness) negativna. Asimetri¢nost v
levo pomeni, da je levi rep daljsi od desnega. Za podatke, ki imajo asimetri¢nost enako nic,
reCemo, da so normalno porazdeljeni. Nasi podatki za asimetri¢nost S0 sicer negativni, vendar
blizu nicle, torej bi lahko predpostavili, da imajo dolg levi rep in so skoraj normalno porazdel-
jeni. Ko pa pogledamo podatke za splos¢enost (angl. kurtosis), predpostavko o normalni
porazdelitvi ovrzemo, saj bi bila sploS¢enost za normalno porazdelitev enaka 3, pri naSih
podatkih pa je dobrih 12. Visoka splos¢enost nam pove, da imamo opravka z debelimi repi.
Torej, ¢e povzamemo: nasi podatki kaZejo, da niso porazdeljeni normalno, ampak da imajo
dolg in debel levi rep.

V statisticnem programu R smo uporabili ve¢ dodatnih paketov, ki so prilagojeni ravno za
raCunanje ekstremnih vrednosti. Ti paketi pri racunanju ekstremnih vrednosti uporabljajo
pozitivne maksimalne vrednosti oziroma vrednosti v desnem repu porazdelitve. Torej, ¢e ima-
jo nasi podatki debel levi rep, bomo za ohranjanje dolge finan¢ne pozicije (tj. nakup vrednos-
tnega papirja v pricakovanju, da bo njegova cena zrasla) in za zadostitev zgornjega pogoja
uporabili negativne dnevne logaritemske donose:

nibm = —ibm (41)
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Tabela 2: Osnovne statistike za negativen donos delnice IBM

St. Minv% | Maxv Mat. Std. Asim. | Splosc.
opazovanj % upanje v | odklon v
% odst.tock

NIBM 12.836 —5,369 11,634 0,015 0,701 0,281 12,348

Iz Tabele 2 osnovnih statistik za "nibm" sedaj vidimo, da sta se minimalni in maksimalni vre-
dnosti obrnili, povpre¢je oziroma matemati¢no upanje je dobilo negativen predznak, asimetri-
¢nost pa pozitivnega, kar je natanko tisto, kar smo hoteli — asimetri¢nost v desno. Tudi v
nadaljevanju raziskave bomo uporabljali le negativne dnevne logaritemske donose, zato tega
ne bomo vsaki¢ znova eksplicitno navajali. Te negativne logaritemske donose bomo obravna-
vali kot pozitivna $tevila in bodo nosili oznako "nibm™. V primeru, ko bomo obravnavali eks-
tremne dogodke, le-ti zavzemajo vrednosti v desnem repu porazdelitve, zato je izbira negativ-
nih logaritemskih donosov upravi¢ena.

Slika 7:  Histogram negativnih dnevnih logaritemskih donosov IBM—ove delnice
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Ce pogledamo histogram, porazdelitev z desnim debelim repom ni tako oéitna. Zaradi asimet-
ri¢nosti, ki je blizu 0, na prvi pogled zgleda precej podobno normalni porazdelitvi, vendar
bodo nadaljnje raziskave pokazale nasprotno.

7.4 Razvoj rekordov

Ker nas zanima predvsem najslabsi mozen izid (angl. worst case scenario), si bomo pogledali
podatkovni in grafi¢ni okvir razvoja rekordov negativnih dnevnih logaritemskih donosov
IBM-a in njihova pri¢akovana obnaSanja. Predpostavili bomo, da so opazovani podatki n.e.p.
V Tabeli 3 je prikazanih 10 najvecjih rekordov, njihova vrednost (vrednost negativnega dono-
sa IBM-ove delnice), opazovanje, v katerem se je rekord zgodil ter pri¢akovano matemati¢no
upanje in standardni odklon v primeru n.e.p.-podatkov. Opazimo, da je zadnji, deseti rekord
najvecji in znaSa 11,6 %, zgodil pa se je v 6.483. opazovanju.
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Tabela 3: Prikaz prvih desetih rekordov, njihova vrednost, stevilo opazovanja, ko se je
rekord zgodil ter matematicno upanje in standardni odklon opazovanega rekorda v %

Stevilo Vrednost Opazovanje | Matemati¢no upan- | Std. odklon
Rekorda v % jev % v odst. tock.
1 0,343 1 1 0
2 0,870 2 1,500 0,500
3 0,888 3 1,833 0,687
4 0,911 58 4,646 1,737
5 1,138 63 4,728 1,760
6 1,169 79 4,953 1,822
7 1,201 80 4,965 1,826
8 2,938 81 4,978 1,829
9 4,412 101 5,197 1,887
10 11,6344 6483 9,354 2,777

Podobno opazimo tudi na Sliki 8, kjer so podatki iz zgornje tabele uprizorjeni Se graficno. Na
X-0SI SO predstavljena opazovanja, na y-osi pa visina, ki jo je posamezni rekord dosegel. Crt-
kana ¢rta prikazuje 95 % interval zaupanja za razvoj rekordov, ¢e predpostavimo, da so poda-
tki n.e.p.

Slika 8:  Graficni prikaz razvoja prvih desetih rekordov delnice IBM
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7.5 Graf kvantilov celotnega vzorca

V teoreti¢nem delu magistrske naloge smo definirali kaj je graf kvantilov in ¢emu je namen-
jen. Gre za zelo uporabno grafi¢no orodje, ki nam pove, ali je doloCen vzorec res porazdeljen,
tako kot zelimo. To bomo preverili tudi na nasih opazovanih podatkih. Zanimalo nas bo, ali se
podatki porazdeljujejo po normalni porazdelitvi, kot na prvi pogled nakazuje histogram. Na to
vpraganje si lahko odgovorimo, e pogledamo Sliko 9. Na x-osi* so uprizorjeni kvantili teore-
ti¢ne porazdelitve (normalne porazdelitve), na y-osi pa kvantili opazovanega vzorca. Ce bi

4V statistiénem programu R je lahko definicija grafa kvantilov malo druga¢na, kot smo jo zapisali v podpoglav-
ju Napaka! Vira sklicevanja ni bilo mogo¢e najti. - lahko ima zamenjani osi X in y, vendar to ne spremeni
namembnosti tega grafa.
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bili opazovani podatki porazdeljeni normalno, bi se tocke prilegale rdeci premici, tako pa
opazimo, da se na repih porazdelitev odcepi. To nakazuje na porazdelitev debelih ali suhih
repov. Ce nastane konkavni vzorec, potem ima porazdelitev suh rep, e pa nastane konveksni
vzorec, ima porazdelitev debel rep. Sklepamo lahko, da ima nasa porazdelitev debel tako des-
ni kot tudi levi rep. Osredotocili se bomo na desni rep, saj nas zanimajo najvecji padci dono-
sov delnice IBM.

Slika9:  Graf kvantilov celotnega opazovanega vzorca donosov delnice IBM, enote v %
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Ocitno je, da imajo donosi IBM-ove delnice obcutno debelejse repe od normalne porazdelitve,
kar nakazuje na Fréchetovo druzino GEV-porazdelitev s & > 0. Z grafa lahko razberemo gro-
bo oceno, da se konveksni vzorec oziroma debel desni rep pri¢ne nekje okoli 1 %.

7.6 Prvi parametricni pristop

Ugotovili smo, da se opazovani donosi ne porazdeljujejo po normalni porazdelitvi, zato je
treba ugotoviti, katera je tista porazdelitev, ki ji ustrezajo. Treba je najti ustrezno prileganje
porazdelitve v repu. Najprej bomo to prileganje poiskali s prvim parametriénim pristopom v
EVT in kasneje e z drugim. Ce se bodo podatki prilegali katerikoli izmed porazdelitev EVT,
bomo z metodo najvecjega verjetja ocenili tudi parametre porazdelitev.

Na spodnji Sliki 10 si lahko ogledamo primer kumulativne porazdelitvene funkcije H; (levo)
in funkcije gostote verjetnosti h; (desno) za Fréchetovo (¢ = 0,5), Weibullovo (§ = —0,5) in
Gumbelovo (¢ = 0) porazdelitev. Uprizorjen je nakljuéni vzorec "z", ki vsebuje 200 opazo-
vanj, katerega vrednosti se gibljejo med -5 in 5. Fréchetova porazdelitev je definirana le za
vrednosti z > —2 ter Weibullova le za z < 2. Prva vrednost katerekoli porazdelitve predstav-
lja parameter oblike &, druga lokacijski parameter y in tretja parameter visine o.
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Slika 10:  Primer kumulativne porazdelitvene funkcije (levo) in verjetnostne gostote (desno)
za vse tri GEV-porazdelitve
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7.6.1 GEV-porazdelitev in metoda maksimumov skupin podatkov

Iz Fisher-Tippettovega izreka vemo, da podatki ustrezajo eni izmed GEV-porazdelitev. Ugo-
toviti moramo, Kateri. Za ocenitev parametrov GEV-porazdelitve bomo uporabili metodo naj-
ve€jega verjetja na negativnih dnevnih donosih IBM-ove delnice.

Na voljo imamo T = 12.836 opazovanj donosov IBM-ove delnice. Ta opazovanja razdelimo
na k neprekrivajo¢ih se obdobij oziroma skupin podatkov dolzine n. Veljati mora enacba
T=nxk.

Predpostavimo, da nas zanimajo maksimumi letnih skupin podatkov. Stevilo opazovanj v
enem obdobju je potem enako 252 - stevilo delovnih dni v letu. Ker vemo, da imamo na voljo
12.836 opazovanj in da eno obdobje obsega 252 opazovanj, potem je Stevilo letnih obdobij
enako 51. Enako lahko storimo, ¢e nas zanima drugaéna dolzina obdobja. Ce Zelimo maksi-
mume mesecnih skupin podatkov, potem je Stevilo opazovanj v mesecu enako 21, Stevilo
mesecev pa 612. Za Cetrtletne skupine podatkov imamo 63 opazovanj v enem cetrtletju in 204
Cetrtletij. Za pol-letne skupine podatkov pa je 126 opazovanj v enem polletju in 102 razli¢nih
polletij. Seveda lahko uporabimo katerokoli dolzino obdobja, vendar krajse kot je obdobje,
ve¢ podatkov imamo na voljo za nadaljnjo analizo. To je dobro razvidno s Slike 11, kjer
vidimo, kako se zmanjSuje Stevilo podatkov, ko pove¢ujemo dolZino obdobja. Te izbrane dol-
zine obdobij bomo opazovali tudi v nadaljevanju analize metode maksimumov skupin podat-
kov oziroma prve parametricne metode.
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Slika 11:  Maksimalne vrednosti negativnih donosov delnice IBM v % za razlicno izbrana
obdobja: mesecno obdobje (levo zgoraj), Cetrtletno (desno zgoraj), polletno (levo spodaj) in
letno obdobje (desno spodayj)
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Najprej se bomo osredotocili na maksimalne vrednosti negativnih donosov za mesecne skupi-
ne podatkov. Kot Ze omenjeno, je Stevilo opazovanj v enem mesecu enako 21. Uporabljena je
najvi$ja vrednost v vsakem mesecu in ker imamo na voljo 12.836 opazovanj, dobimo skupaj
612 maksimalnih vrednosti. Prvi pristop teorije ekstremnih vrednosti predlaga, da GEV-
porazdelitev prilegamo tem 612 maksimalnim vrednostim. Tako dobimo ocene vseh treh
parametrov &, u in g, ki so ocenjeni po metodi najvecjega verjetja.

Tabela 4: Ocenjeni parametri GEV-porazdelitve za mesecne skupine podatkov

Stevilo vseh opazovanj 12.836

Stevilo maksimalnih vrednosti 612

Stevilo opazovanj v izbranem obdobju 21

Ocene parametrov £=0,239 6 =0,403 f=0,842

Asimp. standardna napaka ocen parame-
trov

SE(&) =0,032 | SE(6) =0,015

SE(f2) = 0,018

Rezultat nam pokaze Stevilo vseh moznih opazovanj (12.836), stevilo maksimalnih opazo-
vanj, ¢e nas zanima mese¢no obdobje (612), Stevilo opazovanj v vsakem obdobju (21), ocene
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vseh treh parametrov (¢, o, 1) po metodi najveéjega verjetja ter njihovo asimptotiéno standar-
dno napako.

Vidimo, da je ocena za ¢ po metodi najvecjega verjetja enaka 0,239 z asimptoti¢no standar-
dno napako SE(§) = 0,032. Tako lahko izra¢unamo tudi asimptoti¢ni 95 % interval zaupan-

ja za €. Ta zavzema vrednosti med [0,175; 0,303]. Ker je € in celoten interval zaupanja za &
pozitiven, to nedvomno kaze na porazdelitev debelega repa.

Za dodatno informacijo lahko pogledamo histogram teh 612 maksimalnih vrednosti, ki smo
jih dobili z izbiro mese¢nega obdobja. Histogram je uprizorjen na Sliki 12 in prav tako prika-
zuje porazdelitev z debelim repom.

Slika 12:  Histogram maksimalnih izgub donosov delnice IBM na podlagi izbire mesecnih
skupin podatkov
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Sedaj, ko smo ocenili parametre GEV-porazdelitve, lahko s pomoc¢jo spodnjih dveh slik pre-
verimo, ali je GEV-porazdelitev res pravilna izbira porazdelitve za nase opazovane podatke.

Prvi graf na Sliki 13 prikazuje razsevni diagram residualov®, ki smo jih dobili s prileganjem
GEV-porazdelitve opazovanim podatkom. Vidimo, da ne odrazajo avtokorelacije ali heteros-
kedasti¢nosti v podatkih. Drugi graf na Sliki 13 pa prikazuje graf kvantilov s teoreti¢no
eksponentno porazdelitvijo. Residuali GEV-porazdelitve, katero smo prilegali opazovanim
podatkom mese¢nih skupin podatkov, so definirani kot

. 1
m®

w,= (14 §52) © 42)

Podatki so sedaj preurejeni v n.e.p.-eksponentno porazdeljene slucajne spremenljivke z nicel-
no hipotezo, da se prilegajo GEV-porazdelitvi. Podatki se dobro prilegajo premici, torej je
nasa predpostavka o izbiri GEV-porazdelitve upravicena.

® Residual predstavlja razliko med opazovano in ocenjeno vrednostjo.
32



Slika 13:  Razsevni diagram residualov in graf kvantilov, pridobljenih s prileganjem GEV-
porazdelitve opazovanim podatkom
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Z uporabo ocen parametrov po metodi najvecjega verjetja, Ki smo jih dobili v zgornjem prile-
ganju GEV-porazdelitve mese¢nim skupinam podatkov, lahko sedaj odgovorimo na spodnje
vprasanje:

e Koliksna je verjetnost, da bo naslednji mesec najvecji negativni donos presegel vse prejs-
nje negativne donose? Z drugimi besedami, koliksna je verjetnost, da bo naslednji mesec
doseZen nov rekord (najvecji negativni donos)?

Na to vprasanje lahko odgovorimo matematiéno. Stevilo maksimumov, ¢e opazujemo meseé-
no obdobje, znasa 612. Zanima nas, ali bo naslednji, 613 maksimum vecji od vseh ostalih, ob
dejstvu, da vemo, da nas$ najvecji maksimum znasa 11,6 %. To lahko zapisemo kot:

Pr (MY > max(M, ... MEP)) =1 - Hg 5, (11,6). (43)

Odgovor na zgornje vprasanje se glasi: obstaja 0,023 % verjetnost, da se bo naslednji nov
rekord zgodil v naslednjem mesecu. Ta verjetnost je sicer zelo majhna, vendar z daljSanjem
obdobja dobimo tudi vecjo verjetnost, kar bomo videli v nadaljevanju.

Zgoraj smo opisali razli¢no dolga obdobja, ki nas bodo zanimala. Zato bomo prilegali GEV-
porazdelitev se maksimalnim vrednostim v ¢etrtletnih, polletnih in letnih skupinah podatkov.
Tudi tu smo uporabili metodo najveéjega verjetja. V spodnji tabeli so zdruzeni podatki in
ocene parametrov za razli¢no dolga izbrana obdobja.
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Tabela 5: Ocena parametrov za vsa obdobja (standardne napake v oklepajih)

Obdobje | St. opazovanj | St. maksi- Parameter Parameter Lokacijski
vizbranem | malnihvred- | oblike — &, viSine — G, parameter —
obdobju — n nosti — k L,
Mesec 21 612 0,239 (0,032) | 0,403 (0,015) | 0,842 (0,018)
Cetrtletje 63 204 0,372 (0,068) | 0,469 (0,033) | 1,168 (0,038)
Polletje 126 102 0,378 (0,093) | 0,584 (0,058) | 1,456 (0,066)
Leto 252 51 0,373 (0,121) | 0,772 (0,108) | 1,794 (0,122)

Iz Tabele 5 je razvidno, da parameter visine in lokacijski parameter postopoma naras¢ata, ko
se n povecCuje. Ta rezultat je priakovan, saj je Stevilo maksimalnih vrednosti v opazovanih
obdobjih nepadajo¢a funkcija v odvisnosti od n. S povefevanjem S$tevila n se zmanjsuje k in
posledi¢no se povecujeta parameter visine in lokacijski parameter. Ocene parametra oblike
oziroma repnega indeksa so stabilne zan > 63, torej za Cetrtletna, polletna in letna obdobja,
vrednosti pa znaSajo okoli 0,37. Rezultati, kjer za opazovano obdobje vzamemo leto (n =
252), imajo visjo volatinost 0ziroma standardno napako, saj se stevilo obdobij zmanjsa na 51
let, prej pa smo imeli na primer 204 cetrtletnih obdobij. Asimptoti¢ni 95 % interval zaupanja
za & znasa za mese&no obdobje [0,175; 0,303], za Cetrtletno obdobje [0,236; 0,508], za polle-
tno obdobje [0,192; 0,564] in za letno obdobje [0,131; 0,615]. Vsi intervali zaupanja vsebu-
jejo samo pozitivne vrednosti za &, kar kaze na porazdelitev debelega repa ne glede na izbrano
dolzino obdobja.

Prav tako lahko pogledamo razsevni diagram residualov in graf kvantilov za razli¢no dolzino

obdobij (kot smo to storili pri mese¢nih obdobjih) in tako preverimo ali je GEV-porazdelitev
pravilna izbira porazdelitve. Vemo, da daljse kot je obdobje, manj podatkov imamo na voljo.
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Slika 14:

Razsevni diagrami residualov.: mesecno obdobje (levo zgoraj), cCetrtletno obdobje

(levo spodaj), polletno obdobje (desno zgoraj) in letno obdobje (desno spodaj)
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Slika 14 nam pokaze, da porazdelitve residualov ne kazejo avtokorelacije ali heteroskedastic-
nosti v podatkih kljub razli¢ni dolzini obdobij.

Na Sliki 15 opazimo, da skoraj vsa opazovanja lezijo blizu linearne ¢rte ne glede na izbrano
obdobje. To nam pove, da se GEV-porazdelitev dobro prilega opazovanim podatkom za kate-

rokoli izbrano dolzino obdobij.
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Slika 15:  Graf kvantilov: mesecno obdobje (levo zgoraj), cetrtletno obdobje (levo spodaj),
polletno obdobje (desno zgoraj) in letno obdobje (desno spodaj)
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Sedaj, ko imamo vse parametre ocenjene in smo pokazali, da je uporaba GEV-porazdelitve
upravicena, nas najbolj zanima odgovor na vprasanje, ali bo v naslednjem opazovanem obdo-
bju dosezen nov rekord. Spomnimo se, da je bila verjetnost, da bo v naslednjem mesecu dose-
zen nov rekord, enaka 0,023 %. Tako verjetnostno napoved lahko z metodo maksimumov
skupin podatkov naredimo tudi za druga obdobja. Za podatke negativnih donosov IBM-ove
delnice je rezultat sledec:

e obstaja 0,25 % verjetnost, da se bo naslednji nov rekord zgodil v naslednjem cetrtletju.
e obstaja 0,47 % verjetnost, da se bo naslednji nov rekord zgodil v naslednjega pol leta.
e obstaja 0,91 % verjetnost, da se bo naslednji nov rekord zgodil v naslednjem letu.

Kot smo pri¢akovali, daljse kot je obdobje, vecja je verjetnost, da se bo naslednji rekord zgo-
dil v naslednjem tako dolgem obdobju.

7.6.2 Graf kvantilov na podlagi prvega parametri¢nega pristopa
Na Sliki 15 smo videli, da je izbira GEV-porazdelitve upravi¢ena za katerokoli izbrano dolzi-

no obdobja. Sedaj pa nas zanima katera izmed druzin GEV-porazdelitve je prava. Poglejmo si
graf kvantilov, ki ima za teoreti¢no porazdelitev izbrano Gumbelovo porazdelitev, za primer
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dolZine obdobja pa vzemimo meseéne maksimalne vrednosti. Ce podatki mese¢nih maksi-
mumov ustrezajo Gumbelovi porazdelitvi, bo graf izgledal kot premica, sicer izbrana porazde-
litev ni prava.

Slika 16:  Graf kvantilov maksimalnih vrednosti, pridobljenih z izbiro mesecnih skupin
podatkov, Kjer je za teoreticno porazdelitev izbrana Gumbelova porazdelitev
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Kot ze omenjeno, zgornji graf kvantilov uporablja za teoreticno porazdelitev Gumbelovo
porazdelitev (porazdelitev suhega repa). Ta je definirana kot A(x) = exp{(—e ¥)},x € R.
Inverz te fukcije, ki se drugafe imenuje tudi kvantilna funkcija, je enak: A(p) =
—In (=In (p)). Kolic¢ina x,, = A”(p) definira p-ti kvantil funkcije A. Na x-osi so uprizorjeni
kvantili maksimalnih vrednosti, pridobljeni z izbiro mese¢nih skupin podatkov, na y-osi pa
kvantili Gumbelove porazdelitve. Opazimo, da graf ni linearen, ampak konkaven, kar ponov-
no kaze na porazdelitev debelega repa s ¢ > 0. Ustrezna druzina porazdelitev je torej Fréchet-
jeva porazdelitev.

7.6.3 Stopnja poplacila na podlagi prvega parametri¢nega pristopa

V zgornjih podpoglavjih smo pokazali, da opazovani podatki opisujejo porazdelitev z debelim
repom, za katero smo po metodi najvecjega verjetja tudi ocenili vse tri parametre porazdelit-
ve. Sedaj lahko na podlagi teh parametrov ocenimo, s kaksno izgubo se lahko v prihodnosti
soo¢amo. Ena izmed moznih metod za merjenje tveganja je stopnja poplacila. To je zelo upo-
rabna mera tveganja, ko nas zanimajo maksimalne vrednosti v skupinah podatkov, in je pove-
zana z visokim kvantilom. Stopnja poplacila R,, ; je definirana kot stopnja, ki je preseZena
enkrat na vsake k obdobij dolzine n:

P(MP > Ryie) = (44)

kjer je M,(li) maksimum v skupini podatkov oziroma obdobju. Stopnja poplacila torej predstav-
lja pricakovano visino donosa, ki bo v povprec¢ju presezena enkrat v k (k = %) obdobjih dol-

zine n. Obdobje, v katerem je stopnja poplacila presezena, se imenuje stresni interval (angl.
stress period). V nasem primeru se lahko stopnja poplacila imenuje tudi stopnja izgube dono-
Sa.
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Na podlagi zgoraj ocenjenih parametrov za GEV-porazdelitev, ki ustrezajo mese¢nim skupi-
nam podatkov, lahko na primer odgovorimo na vprasanje:

e Koliksna je 12-mese¢na oziroma letna stopnja poplacila negativnih donosov IBM-ove del-
nice? Povedano drugace, kako visok bo negativni donos, ki bo v povprec¢ju presezen enkrat
letno?

Ze iz Podpoglavja 7.6.1 vemo, da velja formula T = k * n. Ce opazujemo mese¢ne skupine
podatkov, imamo v vsakem mesecu 21 opazovanj. Predpostavimo Se, da nas zanima letna
stopnja poplacila, torej opazujemo 12 mesecev in skupaj porabimo 252 opazovanj za vsako
leto (k = 252). Vemo, da je Stevilo vseh opazovanj enako T = 12.836. Ker nas zanima letna

stopnja poplacila (ta vsebuje 252 opazovanj), dobimo dolzino opazovanja enako 50 let:
T _ 12.836

k252
sezena enkrat letno v dolzini naslednjih 50 let.

= 50,9. Torej, v naSem primeru je to stopnja izgube donosa, ki bo v povprecju pre-

Tabela 6: Enoletna stopnja izgube donosa za mesecno izbrane podatke

Spodnji 1Z Ocenjena stopnja poplacila Zgornji 1Z
2,038 2,180 2,352

V zgornji Tabeli 6 je zapisana stopnja poplacila oziroma stopnja izgube donosa in njen 95 %
interval zaupanja za mese¢ne maksimume, porazdeljene po GEV-porazdelitvi. Stevilka v
prvem stolpcu predstavlja spodnji interval zaupanja, Stevilka v drugem stolpcu ocenjeno sto-
pnjo poplacila, Stevilka v tretjem stolpcu pa zgornji interval zaupanja te ocenjene stopnje
poplacila. Vidimo, da bo nasa stopnja izgube donosa, ki bo presezena enkrat letno v dolzini
naslednjih 50 let, znasala 2,18 %. Na Sliki 17 je grafi¢no prikazana ocenjena stopnja poplacila
ter njen levi in desni asimptoti¢ni 95 % interval zaupanja.

Slika 17:  Letna stopnja izgube donosa za mesecne maksimume
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Izra¢unamo lahko tudi letno stopnjo popladila, ki jo dobimo iz ocenjenih parametrov GEV-
porazdelitve, ki smo ji prilegali podatke za razli¢na obdobja. Izracunali smo letni stopnji
poplacila za Cetrtletne in polletne maksimume negativnih donosov IBM-ove delnice in znasata
1,9 % oziroma 1,7 %.
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Se bolj kot enoletna stopnja poplacila nas zanimajo stopnje poplaéila daljsih obdobij. V spod-
nji tabeli si bomo kot primer ogledali 30-letno stopnjo poplacila. Tudi tu bomo razlikovali
med razli¢no dolgimi skupinami podatkov, za katere smo ze v Tabeli 5 zapisali ocenjene

parametre GEV-porazdelitve.

Tabela 7: 30-letna stopnja izgube donosa za negativne donose IBM-ove delnice

Spodnji 1Z Ocenjena stopnja poplacila Zgornji 1Z
Mese¢ni maksimumi 5,029 6,047 7,560
Cetrtletni maksimumi 5,474 7,391 11,246
Polletni maksimumi 5,173 7,144 11,927
Letni maksimumi 5,064 7,034 13,681

Opazimo, da daljse, kot je obdobje opazovanja maksimumov, vi§ja je ocenjena stopnja popla-
¢ila in bolj Sirok je 95 % interval zaupanja. Te podatke smo na Sliki 18 ponazorili tudi grafic-

no.

Slika 18:

30-letna stopnja poplacila za mesecne (zgoraj levo), cetrtletne (spodaj levo), pol-

letne (zgoraj desno) in letne (spodaj desno) maksimume
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Opazimo, da sta ocena stopnje poplacila in njen 95 % interval zaupanja vedno bolj asimetric-
no oblikovana. Ce pogledamo 30-letno stopnjo poplaéila za letne maksimume, vidimo, da
ocenjena stopnja poplacila znasa 7 %, vendar njen zgornji 95 % interval zaupanja dosega sko-
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raj Se enkrat visje vrednosti - 13,7 %. Ta Stevilka zgleda relativno visoka, vendar ¢e pogleda-
mo oktobrski borzni zlom leta 1987, je ta dosezen skoraj pri isti vrednosti.

7.7 Drugi parametricni pristop

Namesto da se osredoto¢amo le na ekstreme v obdobjih, se bomo v drugem pristopu osredo-
tocali na vse presezke ¢ez neko vnaprej doloceno mejo. To se imenuje "Peak Over Treshold
Method" (POT-metoda). V naSem primeru opazujemo negativne dnevne logaritemske donose
delnic IBM, ki jih oznac¢imo z r,. Tem negativnim donosom moramo vnaprej dolociti vi§ino
mejne vrednosti u. Na primer, da se i-ti preseZek zgodi ob ¢asu t; (oznaCeno z 1), potem se

POT-metoda osredotoca na podatke v obmocju (t;, 1, — u), Kjer je r;, = u. Kot Ze prej omen-
jeno, POT-metoda ne zahteva izbire skupin podatkov dolzine n, ampak zahteva izbiro mejne
vrednosti u. Razli¢ne izbire mejne vrednosti u vodijo K razli¢nim ocenam parametra oblike &

in posledi¢no tudi repnega indeksa a = %
V prvem delu magistrske naloge smo zapisali klju¢ni izrek POT-metode - lzrek Pickands-
Balkema-de Haan, ki pravi, da za dovolj velik u velja aproksimacija F,(y) = Ggs(y) za Sirok
razred porazdelitev F. Za implementacijo tega rezultata moramo najprej doloditi vi§ino mejne

vrednosti u in potem oceniti neznana parametra € in o posplosene Pareto porazdelitve. To
bomo storili v naslednjih podpoglavjih.

7.7.1 Paretova porazdelitev

Najprej si bomo pogledali primer posplosene Pareto porazdelive, saj drugi izrek EVT pravi,
da lahko za dovolj visoko mejno vrednost u porazdelitveno funkcijo presezka aproksimiramo
s posploseno Pareto porazdelitvijo. Slednja je sestavljena iz dveh tipov Pareto porazdelitev in
eksponentne porazdelitve, primeri vseh treh porazdelitev pa so prikazani na Sliki 19. Na levi
sliki je uprizorjena kumulativna porazdelitvena funkcija vseh treh porazdelitev, na desni pa
funkcija gostote verjetnosti. I1zbrano je zaporedje y, ki predstavlja 200 naklju¢no generiranih
Stevil, ta pa zavzemajo vrednosti med 0 in 8. Posplosena Paretova porazdelitev (GPD-
porazdelitev) je dolo¢ena z dvema parametroma, ¢ in 0. V naSem primeru je za g povsod
izbrana vrednost 1, vrsta porazdelitve pa je odvisna od &. Paretova porazdelitev tipa | je v
nasem primeru uprizorjena s ¢ = 0,5, eksponentna porazdelitev s ¢ = 0, Paretova porazdeli-
tev tipa 11° pas & = —0,5.

6 Opomba: Paretovo porazdelitev tipa Il smo v naSem primeru definirali le za vrednosti y < 2.
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Slika 19:  Kumulativna porazdelitvena funkcija (levo) in funkcija gostote verjetnosti (desno)
za Paretovo porazdelitev tipa | in tipa 11 ter eksponentno porazdelitev
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7.7.2 Graf kvantilov na podlagi drugega parametri¢nega pristopa

Ze v Podpoglavju Napaka! Vira sklicevanja ni bilo mogo&e najti. smo ugotovili, da je graf
kvantilov enostavno graficno orodje, s katerim lahko sklepamo, kak$no je obnaSanje repa
opazovanih izgub vrednosti IBM-ove delnice. V tem primeru smo za teoreti¢no porazdelitev
izbrali eksponentno porazdelitev, torej nas bo zanimalo ali se opazovani podatki res porazdel-
jujejo po eksponentni porazdelitvi.

Po mnenju Coxa in Snella (1968) lahko definiramo residuale GPD-porazdelitve, katero smo
prilegali opazovanim podatkom, kot:

Wi=%ln(1+$x—_u) £ (45)

Za tako definirane residuale W; velja, da so eksponentno n.e.p. slucajne spremenljivke z
ni¢elno hipotezo, da se prilegajo GPD-porazdelitvi (McNeil & Saladin, 2000). Ce bomo izbra-
li pravilno mejno vrednost, ki bo dolocila parametre GPD-porazdelitve, se bodo podatki prile-
gali nara$¢ajocCi premici. Za mejno vrednost najprej izberemo 0,1 %, da vidimo, kaksno obliko
nasi podatki povzemajo. Opazimo, da se zacenjajo podatki proti repu odklanjati od premice in
dobivajo konkavno obliko (leva graf Slike 20), kar nakazuje na porazdelitev debelega repa.
Sedaj, kot primer, za mejno vrednost izberemo Se 1 % (desni graf Slike 20). Vidimo, da se
podatki ze bolje prilegajo premici in predpostavka o GPD-porazdelitvi je tako upravi¢ena. Z
izbiro mejne vrednosti 1 % bomo iz opazovanja izkljucili vse tiste vrednosti, ki se nahajajo
pod to mejno vrednostjo.
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Slika 20:  Graf kvantilov za izbrano mejno vrednost u = 0,1 (levo) in mejno vrednost u = 1
(desno)
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7.7.3 MEF na podlagi drugega parametri¢nega pristopa

Drugo grafi¢no orodje, s katerim si lahko pomagamo pri sklepanju obnasanja porazdelitve v
repu, je funkcija povpre¢nih odmikov (MEF) oziroma graf povpre¢nih odmikov (ME—Plot). Z
njim bomo dodatno potrdili obstoj odebeljenega repa pri porazdelitvi opazovanih podatkov in
z grafa ocenili mejno vrednost.

MEF ocenjuje funkcijo presezka, ki opisuje pri¢akovan presezek, ko se presezek Ze pojavi. Ce
so podatki iz GPD-porazdelitve s pozitivnim ¢ (porazdelitev debelega repa), potem je MEF
uprizorjen kot premica s pozitivnim naklonom nad neko dolo¢eno mejno vrednostjo u. Ce
podatki prihajajo iz porazdelitve, ki je iz Gumbelovega maksimalnega obmo¢ja privla¢nosti
(porazdelitev suhega repa), dobimo premico z negativnim naklonom.

Slika 21:  Graf povprecnih odmikov za negativne donose delnice IBM
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S Slike 21 lahko ocenimo, da podatki prikazujejo naras¢ajoco premico nekje pri vrednosti
1 %. Torej lahko ponovno sklepamo, da bi bila mejna vrednost 1 % pravilna izbira in da se
podatki od tu naprej porazdeljujejo po GPD-porazdelitvi s pozitivnim oblikovnim parametrom

¢.
7.7.4 Racunski pristop dolo¢anja mejne vrednosti

Pri iskanju mejne vrednosti, ki bi ustrezala GPD-aproksimaciji, lahko uporabimo tudi funkci-
jo findThreshold. Ta izracuna viSino mejne vrednosti, da dolo¢eno Stevilo lezi nad to mejno
vrednostjo. V nasem primeru bomo vzeli, da nad mejno vrednostjo lezi 5 % vseh opazovanj,
mejno vrednost u = 1,03 %. Na Sliki 22 lahko vidimo grafi¢ni prikaz te mejne vrednosti za
opazovane podatke negativnih donosov delnice IBM.

Slika 22:  Prikaz izbire mejne vrednosti u, nad katero lezi 5 % vseh negativnih donosov
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7.7.5 Izbira mejne vrednosti

Vemo, da je za izraun ocen parametrov ¢ in ¢ po metodi najvecjega verjetja potrebno vnap-
rej doloc¢iti mejno vrednost u. Ta mejna vrednost mora biti dovolj visoka, da bo GPD-
aproksimacija ustrezna in hkrati dovolj nizka, da bo na voljo zadostna koli¢ina opazovanj za
natan¢no prileganje porazdelitve opazovanim podatkom. Da bi se povsem prepricali o pravilni
izbiri mejne vrednosti, si lahko pogledamo, kako se podatki prilegajo GPD-porazdelitvi pri
razli¢énih mejnih vrednostih.
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Slika 23:  Diagnosticni grafi za GPD-porazdelitev, ki smo jo prilegali podatkom negativnih
donosov IBM-ove delnice pri izbrani mejni vrednosti u = 0,1: porazdelitvena funkcija prese-
Zkov (levo zgoraj), rep porazdelitvene funkcije (levo spodaj), razsevni diagram residualov
(desno zgoraj) in graf kvantilov (desno spodaj)
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Slika 24:  Diagnosticni grafi za GPD-porazdelitev, ki smo jo prilegali podatkom negativnih

donosov IBM-ove delnice pri izbrani mejni vrednosti u = 1,03: porazdelitvena funkcija pre-

sezkov (levo zgoraj), rep porazdelitvene funkcije (levo spodaj), razsevni diagram residualov
(desno zgoraj) in graf kvantilov (desno spodaj)
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Na Sliki 23 in Sliki 24 so uprizorjeni grafi, ki predstavljajo prileganje GPD-porazdelitve
podatkom negativnih donosov IBM-ove delnice. Sliki se razlikujeta v izbrani mejni vrednosti.
Za Sliko 23 je izbrana mejna vrednost enaka u = 0,1, za Sliko 24 pau = 1,03. Na obeh sli-
kah zgornji levi graf prikazuje porazdelitveno funkcijo presezka ¢ez izbrani mejni vrednosti.
Opazimo, da ima na Sliki 23 porazdelitvena funkcija presezka obliko ¢rke S, kar nakazuje na
prenizko izbrano mejno vrednost. Na Sliki 24 te oblike ne vidimo ve¢, zato je izbira mejne
vrednosti u = 1,03 ponovno upravi¢ena. Podobno izrojenost vidimo na levem spodnjem gra-
fu, ki prikazuje porazdelitev repa pri izbrani mejni vrednosti. Za mejno vrednost u = 0,1 je
opazena izrojenost od predvidenega gibanja, medtem ko se za izbiro u = 1,03 opazovani
podatki prilegajo premici, ki predstavlja ujemanje teoreti¢ne porazdelitve in opazovanih poda-
tkov. Na grafu desno zgoraj so uprizorjeni residuali GPD-porazdelitve pri izbranih mejnih
vrednostih, ki ne kazejo avtokorelacije ali heteroskedasti¢nosti v podatkih, na grafu desno
spodaj pa je prikazan graf kvantilov, ki smo ga prikazali in analizirali v Podpoglavju 7.7.2.

Zgornje analize (v Podpoglavjih 7.7.2, 7.7.3 in 7.7.47.7.4), za izbor mejne vrednosti, ki bi bil
ustrezen za GPD-aproksimacijo, predlagajo vrednost blizu u = 1 %. V nadaljevanju magistr-
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ske naloge bomo uporabljali u = 1,03 %, ki smo jo izrac¢unali s pomocjo funkcije findThres-
hold, opisane v Podpoglavju 7.7.4.

7.7.6 Ocenjevanje GPD-porazdeliteve po metodi najvec¢jega verjetja
Sedaj, ko smo dolocili vi§ino mejne vrednosti, lahko parametre GPD-porazdelitve tudi oce-
nimo. V Tabeli 8 so uprizorjeni podatki in ocene parametrov ¢ in ¢ GPD-porazdelitve, izra-

Cunane po metodi najvecjega verjetja ter pri izbrani mejni vrednosti u = 1,03.

Tabela 8: Ocenjeni parametri GPD-porazdelitve pri mejni vrednosti u=1,03

Stevilo vseh opazovanj 12.836

Mejna vrednost 1,03

Stevilo opazovanj, ki presegajo mejno vrednost 639

Ocene parametrov £=0,216 G =0418
Asimptoti¢na standardna napaka ocen parametrov SE(E) = 0,046 | SE(0) =0,025

Razberemo lahko, da so ocene po metodi najvecjega verjetja za & in & enake 0,216 in 0,418,
njuni standardni napaki pa znasata 0,046 in 0,025. Ker ¢ ni blizu 0, ampak zavzema vrednost
0,216, kar je vec¢je od 0, to nakazuje na porazdelitev debelega repa. Prav tako je GPD-ocena
za € manjsa kot GEV-ocena & za podatke, ki temeljijo na letnih, polletnih in Getrtletnih podat-
kih, vendar je precej blizu GEV-oceni § = 0,239, ki temelji na meseénih podatkih.

Na spodnji Sliki 25 si lahko ogledamo, za katere vrednosti bi bila druga¢na izbira mejne vre-
dnosti Se stabilna. Na y-0si so uprizorjene ocene oblikovnega parametra &, izraCunane po
metodi najvecjega verjetja, ter njihov 95 % interval zaupanja. Na zgornji X-0si je uprizorjena
nara$¢ajo¢a mejna vrednost u, na spodnji x-osi pa padajoce vrednosti, ki presezejo te mejne
vrednosti. Opazimo, da so ocene & precej stabilne za mejne vrednosti pod 1,8. Bolj ko se
povecuje mejna vrednost, manj opazovanj imamo na voljo in §irsi je interval zaupanja za &.

Slika 25:  Ocenjen oblikovni parameter &, ko se u in pripadajoce stevilo presezkov spremin-
jata
Mejna vrednost

112179 123 131 129 149 160 175 200 238

1.0

05

Oblikovni parameter (95% interval zaupanja)
00

500 440 398 240 209 240 108 148 93 65 31
Stevilo presezkov
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7.7.7 Merjenje tveganja na podlagi drugega parametri¢nega pristopa

Potem ko smo izbrali ustrezno mejno vrednosti in ocenili parametre GPD-porazdelitve, lahko
pogledamo kaj je prava dodana vrednost teorije ekstremnih vrednosti. To je bolj natan¢na
ocena ekstremnih kvantilov oziroma mer tveganja. Ti nam bodo povedali, kolik§nemu tvegan-
ju smo izpostavljeni oziroma v nasem primeru, koliko premoZzenja lahko izgubimo. Kot smo
ze omenili v Poglavju 4, sta VaR in ES najbolj pogosti meri tveganja. Zanimala nas bosta
oceni VaR in ES na podlagi GPD-aproksimacije pri izbrani mejni vrednostji u = 1,03. Pogle-
dali bomo oceno negativnih donosov IBM-ove delnice za kvantil reda 0,95 0,99 in 0,999
GPD-porazdelitve.

Tabela 9: Oceni VaR in ES, ki temeljita na GPD-aproksimaciji

Red kvantila-q VaR, ES,
0,95 1,028 1,560
0,99 1,831 2,583
0,999 3,590 4,826

Za primer IBM-ove delnice lahko s 95 % verjetnostjo trdimo, da bo dnevni donos presegel
vrednost —1,03 %, povpreéni donos’ pa —1,56 % (pod pogojem, da je donos nizji od —1,03 %).
Podobno lahko z 99 % verjetnostjo trdimo, da bo dnevni donos presegel —1,83 %, povpreéni
donos (pod pogojem, da je donos niZji od —1,83 %) pa —2,58 %. Ce pogledamo $e bolj po repu
porazdelitve, lahko z 99,9 % verjetnostjo trdimo, da bo dnevni donos presegel —3,59 %, pov-
preéni donos (pod pogojem, da je donos nizji od —3,59 %) pa —4,83 %.

V Poglavju 4 smo zapisali, da se VaR osredoto¢a na rezultate v normalnih trznih pogojih. Za
primerjavo si poglejmo ocene VaR in ES, ki sta izraCunana na podlagi normalne porazdelitve,

ki smo jo prilegali nasim podatkom. Rezultati so zapisani v Tabeli 10.

Tabela 10: Oceni VaR in ES, ki temeljita na normalni porazdelitvi

Red kvantila-q VaR, ES,
0,95 1,139062 1,432142
0,99 1,617052 1,854727
0,999 2,152829 2,347012

Ce primerjamo Tabeli 9 in 10, vidimo, da so ocene VaR in ES podcenjene. Bolj kot se pomi-
kamo proti repu porazdelitve, bolj je opazna podcenjenost. Za lazjo predstavo si poglejmo
naslednji zgled za oceno VaR. Predpostavimo, da smo kupili za 10 mio EUR vrednih delnic
IBM. Z 99 % verjetnostjo lahko trdimo, da bo dnevni donos presegel vrednost —1,6 % v pri-
meru predpostavke o normalni porazdelitvi in —1,8 % v primeru porazdelitve debelega repa
(GPD-porazdelitve). Izra¢unano na podlagi naSega vlozka, smo se zmotili v oceni za VaR za
20.000 EUR v primeru, &e bi predpostavili normalno porazdelitev. Se ve&ja podcenjenost se
zgodi, ¢e pogledamo ES, kjer znaSa donos za 99 % kvantil —1,9 % v primeru normalne poraz-
delitve in —2,6 % v primeru GPD-porazdelitve. Razlika v oceni je kar za 70.000 EUR. To je
3,5-kratnik napake, ki smo jo storili pri oceni VaR. Zgornji zgled je temeljil na 99 % kvantilu.
V primeru da se pomaknemo $e bolj proti repu porazdelitve, se te razlike mo¢no povecajo. V
Poglavju 4 smo prav tako zapisali, da VVaR ni najboljsa mera tveganja, saj ne izpolnjuje pogo-

" ES ve¢krat imenujemo tudi povpreéni VaR
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ja subaditivnosti, in da namesto nje raje uporabimo ES, ki pogoj izpolnjuje. Na podlagi tega
manjSega zgleda vidimo, kako visoke so lahko napake oziroma izgube v primeru napa¢no
izbranih porazdelitev in izbire VaR namesto ES.

Za lazjo predstavo lahko tudi grafi¢no uprizorimo ocene in asimptoti¢ne intervale zaupanja za
zgoraj izraGunane ocene VaR in ES. Ponovno se bomo osredotocali samo na ocene, ki temelji-
jo na GPD-aproksimacijah z mejno vrednostjo u = 1,03, saj smo ze veckrat dokazali, da je ta
izbira porazdelitve ustrezna. Na spodnji Sliki 26 sta uprizorjena 95 % intervala zaupanja za
oceno VaRg, (levi interval zaupanja) in oceno ESe (desni interval zaupanja). Sirdi kot je
interval zaupanja, ve¢ mocno volatilnih podatkov je bilo opazovanih v repu porazdelitve.

Slika 26:  Asimptoticni 95 % interval zaupanja za VaRqq in ESqq, ki temelji na GPD-
porazdelitvi z mejno vrednostjo u = 1,03, katero smo prilegali negativnhim donosom IBM-ove
delnice

1e-02

1e-03

1-F(x) ()na logaritemski skali
1e-04

1e-05

1e-06

x (na logaritemski skali)

Preverimo $e obcutljivost VaR ocen oziroma ocen kvantilov na spremembo mejne vrednosti
u. Na Sliki 27 je na levi strani uprizorjen kvantil reda 0,99, ki je stabilen za mejno vrednost
pod 1,8 % in nakazuje, da bo enkrat v stotih dnevih negativni donos IBM-ove delnice znaSal
priblizno 1,6 %. Seveda, se lahko zgodi tudi, da bo enkrat v stotih dnevih negativni donos
presegel 3,5 %, kar lahko vidimo iz zgornjega 95 % intervala zaupanja te slike. Podobno lah-
ko pogledamo, kaj se zgodi pri kvantilu reda 0,999. Uprizorjen je na sredini Slike 27 in je
stabilen za vse mejne vrednosti. Re¢emo lahko, da se bo enkrat v §tirih letih zgodil negativni
donos vigji od vrednosti 3,6 %. Ce se pomaknemo $e bolj po repu porazdelitve in pogledamo
kvantil reda 0,9999, nam pove, da bo enkrat v Stiridesetih letih negativni donos IBM-ove del-
nice presegel dobrih 6 %, lahko pa preseze tudi donos, visji od —12 %.
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Kvantil reda 0,99 (95 % interval zaupanja)

Slika 27:  Ocene kvantilov reda 0,99 in 0,999 ter 0,9999 kot funkcija mejnih vrednosti ali
kot funkcija presezkov

Mejna vrednost Mejna vrednost Mejna vrednost

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

Kvantil reda 0,999 (95 % interval zaupanja)
ntil rada N QOQQ (QR % intanal 7aiina

Kua,

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

Stevilo presezkov Stevilo presezkov Stevilo presezkov

7.8 Neparametri¢ni pristop

Parameter oblike ¢ ali, ekvivalentno, repni indeks azé GEV-porazdelitve ali GPD-

porazdelitve je mogoce oceniti tudi neparametri¢no, in sicer na ve¢ razli¢nih nacinov. Zelo
popularno metodo neparametri¢nega ocenjevanja je razvil Hill (1975). Ta se osredotoca na
primer, ko je & > 0 (a > 0), torej se podatki porazdeljujejo po eni izmed porazdelitev debe-
lega repa, ki spada v maksimalno obmocje privlac¢nosti Fréchetove porazdelitve (glej Prilogo
2).

7.8.1 Hillova neparametri¢na ocena repnega indeksa

Hillovi cenilki 7 in @ sta odvisni od $tevila k. Spomnimo se, da k igra enako vlogo v
analizi GEV-porazdelitve, kot ga igra N,, v analizi GPD-porazdelitve. Tako k kot N,, predsta-
vljata $tevilo opazovanj v repu porazdelitve. Hillovi cenilki, £#% in @™, sta zato uprizorjeni
kot funkciji mejnih vrednosti. Tako lahko vidimo, za katere mejne vrednosti sta Hillovi cenil-
ki stabilni.

Na Sliki 28 in Sliki 29 sta uprizorjeni Hillovi cenilki M in @Hi, Na levem grafu sta cenilki
uprizorjeni za vsa opazovanja, na desnem pa za prvih 300 vrstilnih statistik, kjer je cenilka
najmanj stabilna. Na y-osi je uprizorjena Hillova cenilka in njen 95 % interval zaupanja, na
zgornji x-osi njene pripadajoée mejne vrednosti ter na spodnji x-osi pripadajoce vrstilne sta-

. . T 1 ) ) .. . ..
tistike. Ker vemo, da velja @ = Zmm SO temu razmerju primerno uprizorjeni tudi spodniji

grafi. S Slike 28 lahko razberemo, da se E7i! stabilizira pri vrednosti 0,30, pripadajo¢a vred-

nost @ pa se stabilizira pri vrednosti 3,3, kar lahko razberemo tako s Slike 29 kot tudi iz
1

in AHIL —
razmerja @ = =,
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Slika 28:  Hillova cenilka £¥ za vsa opazovanja (levo) in za prvih 300 vrstilnih statistik
(desno)
Mejna vrednost Mejna vrednost
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Slika 29:  Hillova cenilka @' za vsa opazovanja (levo) in za prvih 300 vrstilnih statistik

(desno)

Mejna vrednost Mejna vrednost
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Podatke z zgornjih slik bomo nazorneje prikazali v Tabeli 11. Opazimo, da je Hillova cenilka
za negativne dnevne donose IBM-ove delnice stabilna, razen v primeru, ko je stevilo vrstilnih
statistik majhno (t. j. kjer se nahaja najve¢ ekstremnih vrednosti). Za majhno Stevilo vrstilnih
statistik je volatilnost visoka in stabilizacija ni tako o¢itna. Ocenjen parameter oblike £ pa
se za vi$je vrstilne statistike stabilizira okoli vrednosti 0,30, kar pa smo ugotovili tudi ze s
Slike 28.

Tabela 11: Rezultati Hillove cenilke s standardnimi napakami za donose IBM-a

Stevilo vrstilnih statistik 10 50 130 170 250 430
Hillova ocena za & 0,344 | 0,305 | 0,293 | 0,282 | 0,302 | 0,336
Standardna napaka 0,109 | 0,043 | 0,026 | 0,022 | 0,019 | 0,016
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SKLEP

Teorija ekstremnih vrednosti se je do danes uveljavila na raznovrstnih podro¢jih, predvsem v
hidrologiji, inzenirstvu, aktuarstvu, financah ter upravljanju s tveganji. Skozi ¢as se je pojavi-
la potreba po razvoju omenjene teorije, saj so se statistiki pogosteje srecevali z ekstremnimi
naravnimi katastrofami, mo¢nimi neurji, tsunamiji, obilnimi padavinami, dolgoletnimi popla-
vami ter tudi moc¢nimi potresi. Ker so vsi ti dogodki ogrozali ¢loveska zivljenja in za sabo
puscali ogromno materialno $kodo, se je kmalu zacelo razvijati tudi zavarovalnistvo, kjer so
se ljudje zeleli zavarovati pred takSnimi katastrofalnimi posledicami. Napovedovanje ekstre-
mnih dogodkov oziroma katastrof je tako postal osnovni cilj hidrologov, statistikov, matema-
tikov in aktuarjev.

S takSnimi problemi pa se niso sooc¢ali samo navedeni, temvec¢ tudi finan¢ni analitiki, katerim
so svetovne finan¢ne in gospodarske krize povzrocale visoke izgube donosov finan¢nih ins-
trumentov. Ekstremni dogodki, kot so naravne katastrofe in finan¢ne krize, imajo mocéen vpliv
na nasa zivljenja. Zato je zelo pomembno, da znamo modelirati in analizirati tudi take vrste
dogodkov. Tradicionalne parametri¢ne statisticne in ekonometricne metode temeljijo na ocen-
jevanju celotne porazdelitve, kjer se po navadi osredoto¢amo na osrednja obmocja porazdelit-
ve. Te metode niso zasnovane za modeliranje ekstremnih kvantilov in dogodke na repu pora-
zdelitvene funkcije. Zato so strokovnjaki zaceli razvijati teorijo ekstremnih vrednosti, ki je
upostevala obe navedeni zahtevi.

Kot Ze omenjeno, so se z ekstremnimi dogodki prvi zaceli ukvarjati statistiki. Ti so se v 18.
stoletju prezivljali tudi s svetovanjem igralcem na sreco in posledi¢no odkrili t. i. normalno
porazdelitev. Po skoraj stotih letih so ugotovili, da normalna porazdelitev ni vedno ustrezna in
da je potrebno opisati tudi druge vrste porazdelitev. Zanimala jih je predvsem verjetnost naj-
slabSega moznega izida, kako visoko vrednost lahko doseZe in kako pogosto se lahko zgodi.
Zanimala jih je torej verjetnost in vrednost ekstremnih dogodkov. Ekstremni dogodki se po
mnenju Rocca (2011) zgodijo redko in z nizko verjetnostjo, torej ne pripadajo osrednjemu
delu normalne porazdelitve, ampak repu porazdelitve. Ve¢ ekstremnih dogodkov kot opazu-
jemo, ve¢ imamo vrednosti v repu porazdelitve in debelejsi je ta rep. Te porazdelitve imenu-
jemo porazdelitve z debelim repom.

Tako se je v zacetku 19. stoletja pricel razvoj teorije ekstremnih vrednosti, ki se je osredotocal
ravno na rep porazdelitve. Do danes sta se razvila dva temeljna pristopa. Prvi pristop se ime-
nuje metoda maksimumov skupin podatkov. Ta v isto skupino zdruzi dogodke, ki so se zgodi-
li v enako dolgem Casovnem obdobju, nato pa poisce najvi§jo vrednost v vsakem takem
obdobju in te vrednosti analizira. Pri tem pristopu je uporabljen Fisher-Tippettov izrek, Ki
pravi, da je ena izmed treh porazdelitev ekstremnih vrednosti v limiti prilegana opazovanim
vrednostim. Drugi pristop k EVT se imenuje model preseganja mejne vrednosti in analizira le
opazovanja, ki presegajo vnaprej izbrano mejno vrednost. Pri tem pristopu pa je uporabljen
Izrek Pickands-Balkema-de Haan, ki je za visoke mejne vrednosti povezal limitno obliko fun-
kcije presezka s posploseno Pareto porazdelitvijo. Oba zgoraj opisana pristopa sta parametric-
na pristopa k teoriji ekstremnih vrednosti. Tekom magistrske naloge smo spoznali tudi nepa-
rametricni pristop, natan¢neje Hillovo cenilko, ki ocenjuje repni indeks porazdelitve z debe-
lim repom.

Obicajne parametri¢ne in neparametricne metode za ocenjevanje porazdelitev in gostot poraz-
delitev, ki ne temeljijo na EVT, delujejo dobro v empiri¢nih porazdelitvah, kjer imamo na
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voljo veliko Stevilo opazovanj, vendar se slabo prilegajo v repih porazdelitev, kjer imamo
najvisje ekstremne vrednosti. ReSevanje tega problema je postal objektiven cilj analize eks-
tremnih vrednosti, ki ocenjuje verjetnostno obnasanje nenavadno velikih vrednosti oziroma
izgub in razvija orodje, ki se ukvarja ravno z upravljanjem ekstremnih tveganj. Upravljanje
ekstremnih tveganj najveCkrat zahteva ocene kvantilov in repnih verjetnosti, ki presegajo
veCino nasih opazovanih vrednosti, zato mora biti prileganje v repih porazdelitve ¢im bolj
natan¢no. Metode teorije ekstremnih vrednosti se osredoto¢ajo na modeliranje obnaSanja
repov porazdelitve in zato analizirajo le ekstremne vrednosti namesto celotnega obsega poda-
tkov.

Kot Ze omenjeno, imamo v teoriji ekstremnih vrednosti na voljo dva parametri¢na pristopa.
Katerega izmed parametricnih pristopov EVT uporabimo, je odvisno od razpolozljivosti poda-
tkov, Zelenega Casovnega obdobja in izbire vrste tveganja. Za vec¢je obsege podatkov z enako
dolgimi ¢asovnimi obdobji je najbolj ustrezen pristop metoda maksimumov skupin podatkov.
Ta metoda je enostavna za uporabo in omogoca izracun stopnje poplacila ter napoved dolzine
obdobja, kjer bo ta stopnja poplacila dosezena. Ta ocena se uporablja predvsem pri primerih
stres testov. Metoda preseganja mejne vrednosti modelira podatke bolj u¢inkovito, saj uporab-
lja le presezke Cez vnaprej izbrano mejno vrednost. V primeru omejenosti s podatki je ta
metoda ustreznej$a. S pomocjo metode preseganja mejne vrednosti, s katero je tesno poveza-
na tudi GPD-porazdelitev, lahko natan¢neje izraGunamo meri tveganja VaR in ES.

V prvem delu magistrske naloge smo spoznali teoreti¢no podlago teorije ekstremnih vrednos-
ti, v empiri¢nem delu magistrske naloge pa smo se osredotocili predvsem na uporabo EVT v
financah, natan¢neje na donosih delnice podjetja IBM. Tako delniSki donosi, kot tudi druge
analize EVT v financah se nanasajo na merjenje in upravljanje finan¢nih tveganj ali negoto-
vosti v prihodnjih donosih. S pomocjo poznanih preteklih donosov tako lahko ocenimo verje-
tnost, velikost in dolZino naslednje prihajajoce vecje izgube donosa.

Povedano drugace, z EVT lahko odgovorimo na vpraSanja, kot so:

e Kolik$na je verjetnost, da se v naslednjih 10 letih zgodi novo krizno obdobje?

e Kolik$na je verjetnost, da bo maksimalna vrednost v naslednjem letu presegla vse prejsnje
maksimalne vrednosti? Z drugimi besedami, koliksna je verjetnost, da bo v naslednjem letu
dosezen nov rekord?

e KolikSna je pri¢akovana dolZina obdobja (npr. v letih), preden se bo zgodila dolocena
maksimalna vrednost?

e Koliksna je verjetnost, da bo maksimalna vrednost v naslednjem letu presegla mejno vred-
nost u?

e Koliksna je 30-letna stopnja poplacila (angl. return level) maksimalnih vrednosti? Torej,
kako visoka je maksimalna vrednost, ki je v povprecju presezena enkrat letno v 30 letih?

e Koliks$na je maksimalna izguba, ki jo lahko utrpimo, ¢e se nam zgodi dogodek, ki ustreza
kvantilu reda 0,999?

Na vecino teh vprasanj smo tekom empiricnega dela magistrske naloge tudi odgovorili.

Po mnenju Embrechts et al. (1997) vemo, da je za financne podatke znacilno, da opisujejo
porazdelitev debelega repa. Za EVT pa je znacilno in dokazano, da je zelo uporabno orodje za
ocenjevanje in napovedovanje obnasanja ekstremov v finan¢nih produktih (Embrechts et al.,
1997). Donosi delnice podjetja IBM so odlicen primer porazdelitve debelega repa, kateri je
tudi izbran za opazovanje. Opazovano je obdobje od zacetka leta 1962 do konca leta 2012.
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Med tem casom je bil finan¢ni trg dovzeten vecjim finanénim krizam. Z vsako krizo se na
finan¢nih trgih pojavi tudi negotovost pri investitorjih. Tako se je zaradi finan¢ne nestabilnos-
ti, nepredvidljivih gospodarskih razmer in posledicnega nezaupanja investitorjev povecala
volatilnost na financnih trgih. Visoka volatilnost pa je seveda povzrocila tudi visoka nihanja v
donosih delnice IBM, kar je klju¢no za nastanek porazdelitve z debelim repom. Ker nas zani-
ma najslabsi mozen izid (angl. worst case scenario), torej najveéji mozen padec donosa, smo
se osredotocili na negativne donose delnice IBM. Pogledali smo osnovne statistike teh podat-
kov in z asimetri¢nostjo vecjo od 0 ter sploscenostjo visjo od 3 nakazali, da podatki res opisu-
lja Crni ponedeljek oziroma zlom finan¢nega trga oktobra 1987. S pomo¢&jo grafa kvantilov za
celotno opazovanje smo dodatno potrdili obstoj porazdelitve debelega repa. Tako je uporaba
EVT na donosih delnice IBM upravicena, kar smo potrdili tudi v nadaljevanju empiri¢nega
dela magistrske naloge.

Najprej smo pogledali prvi parametri¢ni pristop k EVT, kjer smo pogledali maksimalne vred-
nosti v razliénih neprekrivajocih se obdobjih: mese¢na obdobja, Cetrtletna, polletna in letna
obdobja. V vsakem izmed teh obdobij smo izbrali maksimalne vrednosti, katerim smo nato
prilegali GEV-porazdelitev. Pri tem smo uporabili metodo najvecjega verjetja. Ugotovili smo,
da je GEV-porazdelitev ustrezna ne glede na to kako dolgo obdobje izberemo. Ocena repnega
indeksa ¢ je bila pozitivna za vsa izbrana obdobja, kar nam pove, da se podatki porazdeljujejo
po Fréchejevi porazdelitvi, torej porazdelitvi debelega repa, ne glede na dolzino izbranega
obdobja. Ocene tega parametra so bile stabilne tako za Cetrtletna, polletna kot tudi za letna
obdobja, vrednosti pa so znasale okoli & = 0,37. Z uporabo ocenjenih parametrov lahko
napovemo verjetnost naslednjega ekstremnega dogodka v doloCenem ¢asovnem obdobju.
Daljse kot je napovedano obdobje, vi§ja je verjetnost, da se bo zgodil ekstremni dogodek. Na
podlagi ocenjenih parametrov za naSe opazovane podatke lahko napovemo, da se bo z 1 %
verjetnostjo naslednji ekstremni dogodek zgodil v prihajajo¢em letu. Prav tako lahko sedaj
ocenimo stopnjo poplacila. Ta predstavlja viSino negativnega donosa, ki bo v povprecju pre-
sezen enkrat v izbranem obdobju. Primer 30-letne stopnje poplacila za podatke delnice IBM
predstavlja viSino negativnega donosa, ki bo presezena enkrat letno v naslednjih 30 letih.
Taka ocenjena stopnja poplacila znasa okoli 7 %, njen zgornji 95 % interval zaupanja pa lah-

ey e

11,6 %, kar je skoraj toliko kot ocenjen zgornji interval 30-letne stopnje poplacila.

Nato smo si pogledali Se drugi parametri¢ni pristop k EVT, kjer smo se osredotocali le na
presezke ¢ez dolo¢eno mejno vrednost. Najprej smo morali dolo€ili ustrezno vi§ino mejne
vrednosti. To smo storili s pomoc¢jo grafa kvantilov, grafa povpre¢nih odmikov (ME—Plot) in
funkcije, ki je doloc¢ila mejno vrednost tako, da je nad njo lezalo 5 % vseh opazovanj. Vsi trije
indikatorji dolocajo izbiro mejne vrednosti blizu 1 %. Na podlagi te izbrane mejne vrednosti
smo prilegali GPD-porazdelitev podatkom, ki presegajo to mejno vrednost. Povedano druga-
¢e, zanimalo nas je, ali je za vrednosti v repu porazdelitve GPD-aproksimacija ustrezna. Ugo-
tovili smo, da slednje drzi, ocenjen repni indeks ¢ pa je znasal 0,216. Ta ocena je zelo blizu
oceni GEV-porazdelitve za mese¢ne podatke, kjer pa je & znasal 0,239. Tudi tu potrjujemo, da
se opazovani podatki porazdeljujejo po porazdelitvi z debelim repom, saj je & > 0.

V empiricnem delu magistrske naloge smo pogledali tudi neparametri¢ni pristop k EVT.

Pogledali smo Hillovo neparametri¢no oceno repnega indeksa. Ta se stabilizira nekje okoli
0,3 %, kar je nedalec od ocen obeh parametri¢nih pristopov.
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Ugotovili smo, da v obeh parametri¢nih pristopih, kot tudi v neparametricnem pristopu k
EVT, potrjujemo obstoj porazdelitve z debelim repom za opazovane podatke IBM-ove delni-
ce. S tem smo tudi potrdili temeljno tezo magistrske naloge, ki je, da je uporaba teorije eks-
tremnih vrednosti upravicena na donosih delnice izbranega podjetja, podjetja IBM. Zaradi
potrjenega obstoja porazdelitve z debelim repom imamo vedno ve¢ podatkov v repu porazde-
litve in zato nas zanima kolik$na je ocena kvantila v tako odebeljeni porazdelitvi. Visji kot je
opazovan kvantil, bolj ekstremnim podatkom ustreza. Primer ocenjevanja visokega kvantila
sta meri tveganja Value at Risk (VaR) in priakovani izpad (ES), njuni izraCuni na podlagi
EVT pa predstavljajo pravo dodano vrednost v tej magistrski nalogi.

VaR pristop (Jorion, 2001) je do sedaj pozel ze veliko kritik. Bistvena kritika zadeva aprok-
simacijo z normalno porazdelitvijo, ki jo uporablja ve¢ina parametri¢nih metod. S to aproksi-
macijo zanemarimo tveganje visokih kvantilov, Se posebej v primeru porazdelitve z debelim
repom, ki je znacilna za finan¢ne podatke. Nekaj Studij je poskusalo resiti ta problem z upora-
bo primernejSih porazdelitev (na primer s Studentovo t-porazdelitvijo), vendar se vse VaR
metode osredotocajo na osrednja opazovanja porazdelitve. Z drugimi besedami, osredotocajo
se na donose v normalnih trznih pogojih. Investitorji in upravljavci tveganj so se kmalu zaceli
ukvarjati tudi z dogodki, ki se zgodijo v ekstremnih trznih pogojih. S pomo¢jo uporabe EVT v
VaR smo tako tudi v nasem primeru dokazali, da je slednja bolj primerna, kot ocena VaR v
normalnih trznih pogojih. Za razliko od normalnega VaR, se v VaR, ki upoSteva EVT, ne
predpostavlja, kaks$na naj bi bila opazovana porazdelitev. Tako lahko z uporabo EVT ocenimo
vrednost visokih kvantilov, kar je zelo uporabno pri napovedovanju ekstremnih situacij, kjer
lahko veliko izgubimo. V nasem primeru smo ocenili, da pod predpostavko, da kupimo za 10
mio EUR vrednih delnic IBM, lahko s 99 % verjetnostjo (t. j. 99 % kvantil) trdimo, da bo
dnevni donos delnice IBM presegel vrednost -1,6 % v normalnih trznih pogojih in -1,8 % v
primeru porazdelitve debelega repa. Torej smo se pod naso predpostavko o normalni porazde-
litvi zmotili v VaR oceni za 20.000 EUR. Se veéja podcenjenost se zgodi, ¢e pogledamo oce-
no ES, kjer bi nasa napaka pod enako predpostavko znasala kar 70.000 EUR. To je 3,5-
kratnik napake, ki smo jo storili Ze pri oceni VaR. V primeru, da se pomaknemo $e bolj proti
repu, se te razlike mo¢no povecajo. V Poglavju 4 smo zapisali, da VaR ni najbolj$a mera tve-
ganja, saj ne izpolnjuje pogoja subaditivnosti in da namesto nje raje uporabimo ES, ki ta
pogoj izpolnjuje. Na podlagi zgoraj opisanega zgleda vidimo, kako visoke so lahko napake
oziroma izgube v primeru napacno izbranih porazdelitev in izbire VaR namesto ES.

Tako smo preko SirSega teoreti¢nega in prakti¢nega primera predstavili in upravicili uporabo
teorije ekstremnih vrednosti. Podali smo njene zaklju¢ke in ocenili mere tveganja, ki pred-
stavljajo pravo dodano vrednost uporabe EVT. Ker se danes soo¢amo s kriznimi €asi in vedno
bolj ekstremnimi dogodki na vseh podroc¢jih, moramo izpopolniti znanje in izracunati natanc-
nejsSe ocene ter napovedi moznih ekstremnih dogodkov v prihodnosti. Teorija ekstremnih vre-
dnosti v Sloveniji je precej nova in nepoznana, zato upamo, da bomo s to magistrsko nalogo
spodbudili Se kakSnega raziskovalca k tej analizi, ki bo z EVT bolje ocenil ter predvidel stan-
je, ki se v najslabSem primeru lahko zgodi tudi na njegovem podrocju. Z ve¢imi analizami na
razli¢nih, vendar med sabo povezanih podrocjih, bi tako lahko lazje predvideli prihajajoce
krizno stanje ali morda celo obdobje.
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Priloga 1: Seznam Kkratic

EVT (angl. Extreme Value Theory) — teorija ekstremnih vrednosti

GEV(angl. Generalized Extreme Value Distribution) — posplosena porazdelitev ekstremnih
vrednosti

GPD (angl. Generalized Pareto Distribution) — posploSena Paretova porazdelitev

VaR (angl. Value-at-Risk) — tvegana vrednost

POT-metoda (angl. Peak Over Treshold Method) — metoda preseganja mejne vrednosti
MDA (angl. Maximum Domain of Attraction) — maksimalno obmo¢je privlacnosti

CLP (angl. Central Limit Problem) — centralni limitni problem

CLI — centralni limitni izrek

ES (angl. Expected Shortfall) — pri¢akovani izpad

MEF (angl. Mean Excess Function) — funkcija povpre¢nega presezka

ClI (angl. Confidence Interval) — interval zaupanja

MLE (angl. Maximum Likelihood Estimation) — ocenjevanje po metodi najvecjega verjetja



Priloga 2: Osnovna matemati¢na teorija za laZje razumevanje magistrske naloge

V magistrskem delu uporabljamo pojme s podro¢ja verjetnosti, statistike in matematike, mno-
gi od njih so bralcu najverjetneje Ze znani. Zaradi lazjega razumevanja bomo nekatere vseeno
predstavili v nadaljevanju. Dokaze vseh definicij in izrekov, ki so zapisani v magistrski nalo-
gi, lahko najdemo v Embrechts, Kliippelberg in Mikosch (1997).

e VERJETNOSTNA PORAZDELITEV

Porazdelitev podatkov matemati¢no prikazujemo s porazdelitveno funkcijo in gostoto ver-
jetnosti.

Porazdelitvena funkcija F(x) slu¢ajne spremenljivke X je funkcija, ki ima pri vsakem
realnem x vrednost enako verjetnosti dogodka (X < x): F(x) = P(X < x).

Funkcija gostote verjetnosti f(x) je funkcija, ki jo dobimo z odvajanjem porazdelitvene
funkcije: f(x) = F'(x) = 0. Gostota verjetnosti oznacuje verjetnost, da bo neka funkcija
zavzela tocno dolo¢eno vrednost.

Najbolj znana je zvonasta oblika Gaussove krivulje, ki ji drugace re¢emo tudi normalna
porazdelitev. Na sredini, kjer je vrednost verjetnostne gostote najvisja, ima tudi krivulja
svoj vrh, proti repom, ko se verjetnost, da funkcija zavzame vrednosti v tistem obmocju
zmanjsuje, pa se tudi normalna krivulja spuséa, postaja vedno bolj ploséata in se vedno
bolj bliza abscisi, torej ni¢elni osi. V nadaljevanju se bomo posvetili predvsem porazdelit-
vam, ki imajo debel oziroma teZzek rep. Taka porazdelitev je porazdelitev, ki se na levi ali
na desni strani manj pribliza abscisni osi kot normalna krivulja. Za lazjo predstavo je na
Sliki 1 prikazan primer normalne porazdelitve ter porazdelitve z debelim repom (npr.
Cauchyjeve porazdelitve). Matemati¢no pa porazdelitev z debelim repom pomeni, da ima
visoko stopnjo splos¢enosti in asimetri¢nosti (Liang, 1999).

Slika 1: Primer normalne porazdelitve in porazdelitve z debelim repom

o - Cauchy distribution

-- Gaussian distribution

Za namene teorije ekstremnih vrednosti bomo potrebovali predvsem maksimume podat-
kov, ki jih v porazdelitvenih funkcijah vidimo v repih porazdelitve. Torej, naj bodo
X1, ..., X, neodvisne enako porazdeljene slucajne spremenljivke s porazdelitveno funkcijo
F (j. F(x) = P(X < x)) innaj bo M,, = max (X4, ..., X,,) n-ti maksimum tega procesa.



Porazdelitvena funkcija maksimuma M,, je:
PM, <x)=PX; <% ..,X,<x)=PX; <x)*..xP(X, <x)=F()" Q)

Vendar po navadi porazdelitvene funkcije F ne poznamo, zato pogledamo, kam limitira
F™, ko gre n — oo, in katere porazdelitve se nam lahko pojavijo. Vemo, da v primeru, ko je
F(x) <1, gre v limiti F* —» 0, ko gre n - co. Da se izognemo taki moznosti, uporabimo
centralni limitni izrek, kjer z normiranjem zagotovimo odsotnost neizrojene limite.

FUNKCIJA NAJVECJEGA VERJETJA

Predpostavimo, da imamo vzorec slu¢ajnih spremenljivk X5, ..., X,,. Verjetnost, da se zgodi
nek dogodek, podan z vektorjem naklju¢nih spremenljivk, je odvisen od izbrane porazdeli-
tvene funkcije in njenih parametrov. Cilj metode najvecjega verjetja je doloditi take ocene
parametrov, da bo verjetnost, da se je zgodil ta vzorec, najvec¢ja (Turk, 2011).

Kot ze predpostavljeno, imamo vzorec slu¢ajnih spremenljivk Xj, ..., X,,, Kjer je za vsak X
njegova funkcija gostote verjetnosti enaka fx (x), potem je funkcija verjetja (Turk, 2011):

L(0) = [Ty fx (x:16), )
Kjer je 6 vektor parametrov porazdelitvene funkcije.
Poiskati moramo take vrednosti 6, da ima funkcija L(8) maksimum.

Veliko verjetnostnih porazdelitev vsebuje eksponentno funkcijo, zato je najbolje, da funk-
cijo verjetja najprej logaritmiramo in Sele nato odvajamo po vseh moznih parametrih.
Logaritemska funkcija je monotona, zato so vrednosti parametrov 6, ki resijo logaritemsko
funkcijo verjetja In L(0) (angl. log-likelihood function), tudi resitve funkcije verjetja L(6)
(Haan, 2002).

CENTRALNI LIMITNI PROBLEM

Veliko izracunov v statistiki in med njimi tudi EVT temelji na verzijah centralnega limit-
nega problema (CLP). Embrechts et al. (1997) povezujejo uporabo EVT z osnovno logiko,
ki lezi za centralnim limitnim izrekom. Ta pravi, da vsako zaporedje vsot enako porazdel-
jenih neodvisnih slucajnih spremenljivk z istim matemati¢énim upanjem in disperzijo kon-
vergira k normalni porazdelitvi. Tako velja, da tudi sam rep porazdelitve predstavlja neko
porazdelitveno funkcijo. Spodaj je zapisana matemati¢na definicija centralnega limitnega
izreka, povzeta iz knjige, ki so jo napisali Embrecths et al. Tudi vse nadaljnje definicije in
izreki so povzeti iz zgornjega vira.

Definicija 9 (Centralni limitni izrek): Naj bodo X3, ..., X,, neodvisne enako porazdelje-
ne slucajne spremenljivke s porazdelitveno funkcijo F, matematicnim upanjem p in
konc¢no varianco o2. Po centralnem limitnem izreku (v nadaljevanju CLI) velja, da

X1+ +Xp—nu)
—r Z 3)

za slucajno spremenljivko Z, ki ima standardno normalno porazdelitev.



Brez zgoraj definiranih momentov se lahko vpraSamo po obstoju konstant a,, > 0 in
b, € R:

(X1+"';‘Xn_bn) =Y (4)

za neko neizrojeno slu¢ajno spremenljivko Y (katere porazdelitvena funkcija je H). Pri kla-
si¢nem problemu obmoc¢ja privla¢nosti (natanéneje opisano v nadaljevanju Priloge 2) nas
zanimajo vse mozne porazdelitve funkcije H, pri ¢emer poznamo porazdelitveno funkcijo
F, tako da enacba

(X1+"';‘Xn_bn) = Y (5)

velja za neke dolodene a,, in b,. Ce ta enakost velja za neka F in H, re¢emo, da F pripada
obmodju privlacnosti za H in zapiSemo: F € MDA(H). Denimo, CLI velja za poljuben F s
kon¢no varianco, ki tako pripada maksimalnemu obmog¢ju privla¢nosti normalne porazdeli-
tve: F € MDA(®) (kjer je @ porazdelitvena funkcija normalne N(0,1) porazdelitve) z

a, = ovninb, = nu.

MAKSIMALNO OBMOCJE PRIVLACNOSTI
Zelo pomembno vpraSanje zadeva problem obmocja privlacnosti za obravnavane tri tipe
porazdelitve ekstremnih vrednosti d)a, ‘Pa in A. Za te tri porazdelitve velja, da vse pripada-

jo maksimalnemu obmocju privlacnosti. Maksimalno obmocje privlacnosti definira pogoje,
ki zagotavljajo, da bo porazdelitev na repu v maksimalnem obmocju privlac¢nosti pripada-
joc¢e porazdelitve ekstremnih vrednosti, ¢e in samo ¢e Fisher-Tippettov izrek (1928) drzi.
To je prvi dokazal Gnedenko (1943).

Definicija 10 (Maksimalno obmo¢&je privla¢nosti)®: Slutajna spremenljivka X (0zi-
roma njena porazdelitvena funkcija F) pripada maksimalnemu obmodju privla¢nosti
ekstremne porazdelitvene funkcije H, ¢e obstajata konstanti a, > 0 in b, € R, tako da

(X1+"':Xn_bn) = H (6)

drzi. Pisemo X € MDA(H) (oziroma F € MDA(H)).

Spodaj je zapisana ustrezna parametrizacija za opisane tri vrste porazdelitev ekstremnih
vrednosti. Definicije do sedaj Se neznanih pojmov so razlozene v nadaljevanju Priloge 2.

¥ Opomba:

Xy + -+ X, — by)
=
aTl

H

je ekvivalentno

lim P(M,, < ayx + b,) = lim F*(a,x + b,) = H(x),
n—-oo

n—-oo

kjer je M,, = max (Xy, ...,X,) zax € R.



- Maksimalno obmocje privla¢nosti Fréchetove porazdelitve ®,(x)

Porazdelitvena funkcija F pripada maksimalnemu obmocju privlacnosti @,
a > 0, natanko tedaj, ko velja F(x) = x~%L(x) za pocasi spreminjajoco se funk-
cijo L.

Ceje F € MDA(®,), potem je % - @, kjer je normirna konstanta podana z

a, =F! (1 — %) = (é)(_ (n). (7)

F

- Maksimalno obmoc¢je privla¢nosti Weibullove porazdelitve ¥, (x)

Porazdelitvena funkcija F pripada maksimalnemu obmo¢ju privla¢nosti ¥,
o < 0, natanko tedaj, ko velja xgp < o in F (xF - i) = x~“L(X) za pocasi spre-
minjajoco se funkcijo L.

Ceje F € MDA(Y,), potem je @ - W, kjer sta normirni konstanti enaki

a, =xp —F! (1 - —) (8)
b, = xg. 9

- Maksimalno obmocje privla¢nosti Gumbelove porazdelitve A(x)

Predpostavimo, da je F von Misesova porazdelitvena funkcija. Potem je F €
MDA(A).

MozZna izbira normirnih konstant je
b, = F (1 - l) (10)

an = a(by), (11)
kjer je a pomozna funkcija.

e POSPLOSENI INVERZ MONOTONE FUNKCIJE

Definicija 11 (Posploseni inverz monotone funkcije): Predpostavimo, da je h nepada-
joca funkcija, definirana na R (mnozica realnih §tevil). Posploseni inverz h je definiran
kot:

h™(t) = inf{x € R: h(x) > t}. (12)

e KVANTILNA FUNKCIJA
Definicija 12 (Kvantilna funkcija): Posploseni inverz porazdelitvene funkcije F:



F () =infx eR:F(x) 2t},0<t <1, (13)

se imenuje kvantilna funkcija porazdelitvene funkcije F. Koli¢ina x, = F* (t) definira t-
ti kvantil funkcije F.

o POCASI SPREMINJAJOCA SE FUNKCIJA
Definicija 13 (Pocasi spreminjajo¢a se funkcija)’: L je pocasi se spreminjajoca funk-
cija (v neskon¢nost), €e je pozitivna, Lebesguovo merljiva in ¢e za njo velja

L(tx)

LMy ™ = =1, £ > 0. (14)

° Opomba: Lebesguova mera na evklidskem prostoru je mera, ki dodeli obi¢ajno dolzino, plo§¢ino in prostorni-
no evklidske geometrije ustreznim podmnozicam n-razseznega evklidskega prostora R". Lebesgueva mera p;,
enotskega intervala[0,1] realnih $tevil je npr. njegova dolZina v vsakodnevnem smislu besede in je enaka 1, kar
zapisemo kot: pp, ([0,1]) = 1.



Priloga 3: Programska oprema za teorijo ekstremnih vrednosti

Empiri¢ni del magistrske naloge je bil izveden s pomocjo statisticnega programa R. Danes je
R mnozi¢no uporabljeno orodje na podrocju statistike. Njegova prednost je zagotovo v tem,
da je odprtokodni program, torej je dostopen vsem uporabnikom. Zaradi odprtokodnosti se R
razvija izjemno hitro, saj lahko vsak uporabnik predlaga nove metode in morebitnim bodo¢im
uporabnikom omogoca tudi neposredno uporabo le-teh.

Program je namenjen statisti¢ni analizi podatkov, statisticnemu modeliranju ter pripravi poda-
tkov za nadaljnjo obdelavo. Zato je uCinkovito orodje za najrazli¢nejSa podrocja kot so aktu-
arstvo, kvantitativne finance, finan¢na matematika, statistika, bioinformatika, kemija, ekono-
mija ter povsod drugje, kjer potrebujemo kvantitativne izracune in statistiko ter modeliranje.
Ponuja vrsto razli¢nih funkcij, metod in tudi graficno podprtih analiz. Omogoceno je tudi
ustvarjanje samostojnih knjiznic, lahko pa se uporabi tudi ze obstojece. Vse te knjiznice so
pregledno dostopne v spletni zbirki CRAN, katerih Stevilo se nenehno povecuje in do sedaj
obsega ze skoraj 4.600 razli¢nih knjiznic.

Skladnost programa R z ostalimi programskimi orodji in programi je odli¢éna. Dovoljuje
uvoz/izvoz podatkov v poljubnem formatu. Odlikuje pa se tudi v izvozu slik, ki ohranijo viso-
ko kakovost in jih lahko izvozimo v formate pdf, ps, jpg, emf, png ipd.

V empiri¢nem delu magistrske naloge smo za analizo potrebovali predvsem statisticne metode
in modeliranje, zato je bila izbira programa R ustrezna. Poleg osnovnih knjiznic smo za anali-
zo teorije ekstremnih vrednosti potrebovali Se sledeCe knjiZznice: evd, evdbayes, evir,
extRemes, extremevalues, evd, fBasics, fExtemes, ggplot2, ismev, Lmoments, MASS,
maxLik, miscTools, POT, qualityTools, Rcmdr, reliaR, timeDate, timeSeries, zoo.



